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Introduction
°

Systeme de contrdle

Un systéme de contrdle d'une équation aux dérivées partielles peut étre formulé

comme ,
{ Y= 1v00n 120
y(0) =y,
> y(t) € X décrit I'état du systeme.
> v(t) € U est le contrdle.
> X, U sont les espaces d'états et contrbles admissibles, respectivement.

> Probleme de la contrdlabilité: Pour y° et T' > 0 donnés, trouver v(t) qui
meéne la solution y(t) vers une cible a l'instant 7.

» Types de contrdlabilité: Contrdlabilité exacte, contrélabilité a zéro,
contrdlabilité approchée, contrdlabilité locale, contrdlabilité globale,
contrdlabilité aux trajectoires...
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Contrélabilité locale a zéro des systémes de Navier-Stokes et de Boussinesq
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Contrélabilité locale a zéro des systémes de Navier-Stokes et de Boussinesq

Navier-Stokes dans un domaine borné

> Q unouvert de RN (N =2o0r3), T > 0.
> w C Q) (domaine de contrdle), @ :=Q x (0,7), ¥ :=9Q x (0,T)

y—Ay+(y-V)y+Vp=ovl,, V-y=0 dansQ,

y=0 sur X,

y(0) =y° dans €,
ot v = (v1,...,vN) est le contrdle supporté dans w.

> On cherche v tel que y(T) =0 et v, =0, 70 € {1,...,N}.
e Premiers résultats par Ferndndez-Cara, Guerrero, Imanuvilov, Puel (2006)
dans le cas: @ N IN # 0 (contrdlabilité aux trajectoires).

> Notre but est d’enlever cette restriction géométrique.
e Résultat pour le systéme de Stokes par Coron, Guerrero (2009)
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Contrdlabilité locale a zéro du systeme de Navier-Stokes

y—Ay+ (y-V)y+Vp=vl,, V-y=0 dansQ,
y=0 sur X,
y(0) = ¢° dans Q.

eV i={uec HQ)N :V-u=0dans Q}

Théoreme (Guerrero, C., 2013, JMFM)

Soit ip € {1,...,N}. Alors, pour tout 7' > 0 et w C €2, il existe 6 > 0 tel que,
pour tout ° € V satisfaisant ||y°||v < 4, il existe un contrdle

v € L*(w x (0,7))", avec v;, = 0, et une solution associée (y,p) telle que
y(T) = 0 dans Q.
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Contrélabilité locale a zéro des systémes de Navier-Stokes et de Boussinesq

Stratégie

> Controlabilité a zéro du systeme linéarisé autour de zéro:

y—Ay+Vp=f+ovl,, V-y=0 dansQ,
y=20 sur X,
y(0) = ¢° dans Q,

ol f € L*(Q)Y décroit exponentiellement en ¢t = T'.

> Inégalité d'observabilité appropriée pour le systéme adjoint avec un terme

source:
—pt—Ap+Vr=g, V-9o=0 dansQ,
=0 sur X,
o(T) = T dans Q.

» Théoréme d'inversion locale pour revenir au probleme non linéaire.

A=( v —Ay+(y-V)y+Vp—ol, , y(0) )




Premigre partie: Systémes paraboliques
[e]e]e]e] lele)

Contrélabilité locale a zéro des systémes de Navier-Stokes et de Boussinesq

Inegalité d'observabilité

—pt—Ap+Vr=g, V-¢=0 dans@Q,
=0 sur X,
o(T) = " dans Q.

» Pour un contrdle v avec v;, = 0 (inégalité de Carleman):
N
// |90\2§C// \9|2+CZ// lo; [
Q Q j=1 wx(0,T)
J#io
g€ LX(@QY

> SiwNIQ#D: on utilise o5, =0 et V- ¢ = 0 pour estimer ;.
» Comme w N O = (), on évite des termes locaux de ;.
e Méthode introduite par Coron-Guerrero (2009) (g = 0).
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Contrélabilité locale a zéro des systémes de Navier-Stokes et de Boussinesq

Idée de la preuve

> On pose p(t)p = ! + ", avec p(t) = exp(=C/t3(T —t)®):
ol —ApT +Vrl =pg, V-l =0, 0 =0,/ (T)=0
—pr — A"+ V" =—plp, V- " =0,9s=0,¢(T)=0
> V-¢" =0= Arn" = 0. On regarde les équations satisfaites par VAy’:
—(VAR)): = A(VAp)) = —p' VAg;, j#io

> On perd les conditions au bord. On utilise une inégalité de Carleman avec
conditions au bord non homogenes montrée par Imanuvilov, Puel,
Yamamoto (2009).

> Les termes de bords sont estimés grace a des résultats de régularité pour
le systéme de Stokes.

Nicolds Carrefio - LJLL - UPMC

Sur la contrdlabilité de quelques systemes de type parabolique avec un nombre réduit de contrdles et d'une équation de KdV avec dispersion évanescente



Premigre partie: Systémes paraboliques
000000e

Contrélabilité locale a zéro des systémes de Navier-Stokes et de Boussinesq
\ .
Systeme de Boussinesq

On considére le systeme de Boussinesq:

y—Ay+(y-V)y+Vp = vlu+0ey, V-y=0 dansQ,
9t—A9+yV9 = wvoly dansQ,
y=0, 0=0 sur 2,
y(0) =y°, 0(0)=06"° dans Q.

Théoreme (C., 2013, MCRF)

Soit 39 € {1,...,N — 1} et (p,6) une solution de
Vp = é_gN dans Q,
0, — A0 =0 dans Q,

=0sur%, A(0)=0" dansQ.
Alors, pour tout T' > 0 et w C €, il existe § > 0 tel que pour tout
(y°,0%) € V x Hg () vérifiant [|(y°,0%) — (0,0°)|ly x 30y < 9. il existe des

contréles vy € L*(w x (0,T)) et v € L*(w x (0,T))Y, avec vi, =vn =0, tels
que la solution associée (y, p, 6) satisfait y(T') = 0 et 8(T') = 6(T") dans €.
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Contréles insensibilisants pour le systéme de Boussinesq
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Contréles insensibilisants pour le systéme de Boussinesq
Controles insensibilisants pour le systeme de Boussinesq

On considére le systeme de contrdles a données incomplétes suivant:

yu—Ay+(y-Vy+Vp = f+ovl,+0en, V-y=0 dansQ,

0 —ANO+y-VO = fo+wvol, dans Q,

Yy = O7 9 =0 sur E,

y(0) = y°+750, 0(0) = 6"+76p dans €.
ol T est un réel petit et ||§OHL2(Q)N = ||éb\|Lz<Q) = 1 sont inconnus.

Probléeme d’insensibilisation: Trouver v et vy tels que la fonctionnelle
(appelée Sentinelle)

I (y,0) = % // (|y|2 + \0|2), O C Q (I'observatoire)

Ox(0,T)
ne soit pas affectée par |'incertitude sur donnée initiale, i.e.,
0J-(y,0)

=0 V(Yo,00) € LQ(Q)N+1 t.q. ||170HL2(Q)N = ||90||L2(Q) =1
7=0
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Contréles insensibilisants pour le systéme de Boussinesq

Un systeme en cascade

La condition précédente est équivalente au probléeme de contrble a zéro:
trouver v et vg tels que 2(0) = 0 et ¢(0) =0, ou

wy — Aw+ (w-V)w+Vpy = f+ovl, +ren, V.-w=0 dansQ,
2z —Az+(z2-VYw — (w-V)z+ Vp1 = wlo, V-z=0 dansQ,
re —Ar+ (w-V)r = fo+vols, dans @,
¢t —Aq—(w-V)g = zny +rlo dans Q,
w=2z=0, r=q=0 sur X,
w(0)=1¢% 2(T)=0, r(0)=0° ¢T)=0 dans Q.

Théoreme (Guerrero, Gueye, C., COCV)

Soit ip € {1,..., N —1}. On suppose que 3° =0, 0° =0 et O Nw # . Alors,
il existe § > 0 et K > 0 tels que si HeK/tm (f, fo)llz2(gyv+1 < 4, il existe des
contrdles (v,vg) dans L?(w x (0,T)), avec v;, = vn = 0 tels que 2(0) = 0 et
q(0) = 0 dans Q.

e Controles insensibilisants pour le systeme de Navier-Stokes avec une
composante nulle: (Gueye, C. 2014, JMPA)

Nicolds Carrefio - LJLL - UPMC

Sur la contrdlabilité de quelques systemes de type parabolique avec un nombre réduit de contrdles et d'une équation de KdV avec dispersion évanescente



Premigre partie: Systémes paraboliques
[e]e]e] e}

Contréles insensibilisants pour le systéme de Boussinesq

Inégalité d'observabilité pour le systeme adjoint

Variables duales: ¢ < w, Y <<z, ¢ r, o4q
_Spt_ASO—*—V’Tr#P = 9¢+1/J]107 V. ()0: dans Q7
Y — A+ Vmy = g% +oen, VY= dans Q,
—¢pi— D¢ = g*+on+olo dans Q,
— Ao = ¢° dans @,
avec
sur X3,

T =0, SO0 HT)=0, o) =" danstr

//Q (el + [ + |62 + |o2) < Cllp-(t)(g%, 9%, 9%, D)%
NPT o,
+C//x(oT) (N =2)[p;[" +10I), J#io, N

Nicolds Carrefio - LJLL - UPMC

Sur la contrdlabilité de quelques systemes de type parabolique avec un nombre réduit de contrdles et d'une équation de KdV avec dispersion évanescente



Premigre partie: Systémes paraboliques
[e]e]ele] ]

Contréles insensibilisants pour le systéme de Boussinesq

Idée de la preuve

-t —Ap+Vm, = ¢g*+v1o, V- <p: dans Q,
Y — A+ Vmy = g% +oen, V.= dans Q,
—pr—Ap = g°+on+olo dans Q,
— Ao = ¢° dans @,

» Carleman pour ©;, on, ¥, ¥n (j # i0, N), ¢ et (97 + (N —2)03)o
» On peut absorber les termes locaux en 1, ¥, @n et (8 + (N — 2)93)o
en utilisant:

(812 + (N — 2)85)0 = (827A2)A(8t+A) +F(g‘p,g¢,g¢,g”) dansw N O

> Les seconds membres g% et g% sont réguliers. Contrdlabilité du systeme
linéaire pas classique (Coron, Lissy (2014)).
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Une borne du coiit de la contrélabilité a zéro

Equation de Korteweg-de Vries (KdV) dans un domaine borné

» T >0, M € R\ {0} (coefficient de transport), € > 0 (coefficient de
dispersion), @ := (0,1) x (0, 7).
Yt + EYzzz — Myz, =0 dans Q,
Yjz=0 = ’U(t)7 Ygjz=1 = 0, Yoaxjz=1 = 0 dans (0>T)7
Ylt=0 = Yo dans (0, 1),
> Ce type de conditions au bord ont été introduites par Colin et Ghidaglia
(1997,2001).
> La contrdlabilité a zéro pour tout 7" > 0 a été montrée par Guilleron

(2014).

» On s'intéresse au comportement du coiit de la contrélabilité a zéro par
rapport a ¢.

v|| 2
Cogai == sup { min 7” Iz o) t Ylt=0 = Yo, Yp=r = 0 dans (0, 1)}
yo€L2(0,1) S vELZ(0,T) ||y0||L2(0,1)
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Une borne du coiit de la contrélabilité a zéro

Une borne du coiit de la contrélabilité a zéro

Théoréme (Guerrero, C., 2014)
Soit T'> 0, M € R et € > 0 fixes. Alors,

cTeM < 0 exp (C(s—l/ZT—1/2 + MY/2e1/2 +MT))7 siM >0, et

cout

cTeM < Cyexp (0(5*1/271*1/2 + |M|1/2571/2))7 si M <0,

cout

ol C' > 0 est une constante indépendante de T', M et ¢, et Cp > 0 dépend
polynomialement de ¢ %, T et [M|™*.

» En particulier, si ¢ est suffisamment petit
C’;’Fo’g’tM < Coexp (C(T, M)€71/2).

» Ce résultat améliore celui de Guilleron (2014) par rapport a &, ol

CheM < Coexp (C(T,M)e™).

cott
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Une borne du coiit de la contrélabilité a zéro

La méthode HUM (Hilbert Uniqueness Method)

> La preuve repose sur I'inégalité d'observabilité
H‘P\t:OHL2(0,1) < Cob5||§0zz|z:0||L2(0,T)7
ol ¢ satisfait

{ —Yt — EPzax + MSOz =0 dans Q7
Plz=0 = 07 Prlz=0 = 07 (59995.7: - A/[(P)‘Izl =0 dans (O, T)

» On considere la fonction ¢ := ey, — M, qui satisfait

— ¢t — EPaze + Mde =0 dans Q,
Gzja=0 =0,  @gzja—=0 =0, ¢o—1 =0 dans (0,7,

et on montre (inégalité de Carleman)

T
// 672so¢a5|¢|2 S CO/ ef2saa5|¢‘$=0|2.
Q 0

> On récupere p a partir de ¢ et @|,—¢ = @z|z—0 = 0 (E.D.O.).

Nicolds Carrefio - LJLL - UPMC

Sur la contrdlabilité de quelques systemes de type parabolique avec un nombre réduit de contrdles et d'une équation de KdV avec dispersion évanescente



Deuxieme partie: Equation de KdV
[ Je]ele)

Un résultat d'explosion du coiit
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Un résultat d'explosion du colit

Pour I'équation de KdV classique:

Yt + EYzax — Myx =0 dans Q,
y|a::0 = U(t), y\z:l = 07 yz|z:l =0 dans (03 T)a
Yjt=0 = Yo dans (0, 1),

Glass, Guerrero (2009) montrent que
1. T<1/|M|: CEEM > exp(Ce™?) si M # 0.

coiit

2. T>K/M : cheM < exp(—C£_1/2) si M >0,K >0 grand,

cout

Théoréme (Guerrero, C., 2014)

Soit M # 0. Alors, il existe Ty < 1/|M]| tel que pour tout T € (0,Tp) il existe
C > 0 (indépendant de ) et g9 > 0 tels que
creM > exp (0871/2), Ve € (0,¢e0).

cout

De plus, si M < 0, on peut choisir Tp = 1/|M]|.
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Un résultat d'explosion du coiit

Idée de la preuve

On construit une solution particuliere ¢ de

— Yt — EPzxx + M@z =0 dans Q,
Plz=0 = Oa Prle=0 = 07 (6(»0171 - M(p)lz:1 =0 dans (OvT)v
Pli=T = PT dans (0, 1),

ott 0 < @7 € C5°(0,1), [|@7ll2(0,1) = 1 et tel que @7 (x — M(T —t)) soit
supportée dans (0,1) pour tout ¢ € (0,7T).

On montre:
° ||¢wr\z:0||L2(o,T) < exp ( — 05*1/2T71/2)
® [[Pje=ollL2(0,1y = ¢ >0

et on peut conclure.
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Un résultat d'explosion du coiit

Sur la controélabilité uniforme

o CLEM < oxp(—C(T, M)e~/?), T grand?

cott
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Deuxieme partie Equation de KdV

[e]e]e] )

Un résultat d'explosion du coiit
Sur la contrdlabilité uniforme
o CLEM < oxp(—C(T, M)e~/?), T grand?

e Une stratégie possible est de combiner une inégalité d'observabilité:

—1/2)

||<P\t=T/2HL2(o,1) < exp (C€ ||€0acz|z=o\|L2(o,T)

avec une estimation de dissipation exponentielle (1" suffisamment grand):

lre=oll2(01) < exp (— CTe™"?)|lj=ry2llL2(0.1)-
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Deuxieme partie Equation de KdV

[e]e]e] )

Un résultat d'explosion du coiit
Sur la contrdlabilité uniforme
o CLEM < oxp(—C(T, M)e~/?), T grand?

e Une stratégie possible est de combiner une inégalité d'observabilité:

—1/2)

||<P\t=T/2HL2(o,1) < exp (C€ ||€0acz|z=o\|L2(o,T)

avec une estimation de dissipation exponentielle (1" suffisamment grand):

lre=oll2(01) < exp (— CTe™"?)|lj=ry2llL2(0.1)-

e Dans notre cas: on ne sait pas...
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[e]e]e] )

Un résultat d'explosion du coiit
Sur la contrdlabilité uniforme
o CLEM < oxp(—C(T, M)e~/?), T grand?

e Une stratégie possible est de combiner une inégalité d'observabilité:

—1/2)

||<P\t=T/2HL2(o,1) < exp (05 ||€0acz|z=o\|L2(o,T)

avec une estimation de dissipation exponentielle (1" suffisamment grand):

lre=oll2(01) < exp (— CTe™"?)|lj=ry2llL2(0.1)-

e Dans notre cas: on ne sait pas...

e Mais, récemment, on a montré:

creM > eXp(C€_1/2)7 M > 0,T > 0,¢ petit.

cout
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Perspectives
0

Perspectives

e Contrdlabilité avec un nombre réduit de contrdles scalaires:

> Notre méthode limite le nombre de composantes a éliminer. Récemment, la
contrélabilité a zéro de Navier-Stokes avec deux composantes nulles a été
montrée en utilisant la méthode du retour (Coron, Lissy, 2014).

> Contrdlabilité aux trajectoires avec une composante nulle:

—pt —Ap+y-Dp+Vrm=g.
> Contrdlabilité du systeme de Boussinesq sans contrdle sur la température.
> Travail en cours: Contrdles insensibilisants pour le systéme de Boussinesq

sans contrdle sur la température.

e Contrdlabilité uniforme de I'équation de KdV:
> Travail en cours: Contrdlabilité uniforme avec 2 contrdles:

> Yz=0 = v1(t); Yzjz=1 =0, Yoa|lo=1 =
> Yjz=0 =0, Yolz=1 = V1(t), Yaoz|o=1 =
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Perspectives

(o] J

Merci de votre attention
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