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Introduccién
Sistema de control

Un sistema de control (EDO o EDP) puede ser formulado como

{ y'(t) = f(t,y(t),v(1), t>0
y(0) =

> y(t) describe el estado del sistema.
> v(t) es el control (pardmetro que podemos manipular).

» Problema de controlabilidad: Dados yo y 7' > 0, encontrar v(t) que lleve
la solucién y(t) a un objetivo y1 en el instante T, es decir, y(T') =

» Tipos de controlabilidad
> Exacta.
> A cero: y(T) = 0.
> Aproximada: y(T') cerca de y;.
> Local: yo cercana a y;.
» Aplicaciones en diversas dreas: Industria automovilistica, aerondutica,
robdtica, medicina...
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Ejemplo 1: Control de temperatura

)
| A
» Temperatura de una habitacién es regulada mediante un dispositivo
manual o automatico.

> Problema de control: Lograr una distribucién determinada de temperatura
en la habitacién en un tiempo T

» Ecuacién del calor (lo veremos més adelante):
ye — Ay =vl, (z,t) € Q% (0,T)
donde y = y(z,t) es la temperatura, v es el control que actiia en w C Q.
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Ejemplo 2: Profundidad y flujo de rios navegables o canales de regadio

Pool i

Pool i +1

> Agua es transportada a través de secciones separadas por puertas
automadticas para regular el flujo de agua.

» Controlar profundidad y flujo de agua actuando en las puertas.
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Control de EDO lineales

y'(t) = Ay(t) + Bo(t), y(0) =yo € RV.

> y(t) € RY.
> u(t) € R™ (m < N).
» Ae MNXN(R), Be MNxm(R)-

Pregunta: Dado y1 € RY, ;Podemos encontrar v(t) tal que y(T) = y1?
i Qué condiciones sobre A y B aseguran la existencia de tal control?

En este caso, contamos con un criterio para determinar controlabilidad.
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Control de EDO lineales

y'(t) = Ay(t) + Bo(t), y(0) =yo € R™.
T
—y(T) =™ yo + / eTDABY(t) dt.
0
Si la matriz simétrica (de controlabilidad)

C= /T T-DABRIr (T-DAT gy
0

es invertible, el control dado por
o(t) = Btre(Tft)A"cfl(yl . eTAyO)
hace el trabajo. Ademds, C™' es invertible si y sélo si la matriz (de Kalman)
[BIAB|A?| -+ |AN "' Blnwmn

tiene rango N. (Condicién de Kalman, 1963).
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Ejemplo: Control de un resorte

donde

Matriz de Kalman: [B|AB] = (? o) aue tiene rango 2. El sistema es
controlable (en todo tiempo T' > 0).
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Control de EDP.

Ejemplo modelo: Ecuacién del calor

LR
"

i 1%\
Consideremos un dominio Q C RY y w C Q (dominio de control)
ye — Ay =vl, (x,t) € Q2 x(0,7),

y=20 x € 092,
y(0) = yo T € Q,

» y = y(xz,t) : Distribucién de temperatura.

» v =wv(x,t) : Control que actiia en w.

Pregunta: Dados T' > 0 e y1 = y1(x), jexiste v tal que y(T') = y1?
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Ecuacion del calor

Respuesta: En general, la respuesta es no. Esto debido al efecto regularizante.

e Parece natural considerar la nocién de control a las trayectorias: Sea una
solucién de

g —Ag=0 (z,t) € Qx(0,7),

g=0 x € 09,

y(o) =1%o x € Qa

buscamos un control v tal que y(T') = §(T).

e Por linealidad (tomando y := y — %), esto es equivalente al control a cero:
y(T) =0,

por lo que nos ocuparemos de este caso.
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Método de dualidad: Hilbert Uniqueness Method (HUM)

i Cémo encontrarmos o construimos el control a cero?

e Multipliquemos y; — Ay = v1,, por ¢ solucién de la ecuacién (adjunta)

_(pt_AQOZO (x,t)EQX(O,T),
=0 x € 09Q,
o(T)=pr € L?(Q) zcQ,

e integremos en Q x (0,7):

/Qy(T)SDTdm: // wdmdt+/gyw(0)dm, Vor € L2(Q).

wx(0,T)

e v es un control tal que y(7T') = 0 si y sdlo si

// v drdt —|—/ Yop(0)dz =0, Yer € L*(Q).
Q

wx(0,T)
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Desigualdad de observabilidad

La condicién anterior se puede ver como una condicién de optimalidad para

1 2

Jer) =5 lo|* dzdt + | yop(0) da.

wx(0,T) e

e J es convexa, continua y coerciva si existe C' > 0 tal que
/ lp(0)*dz < C // lp|® da dt.
e wx(0,T)

llamada desigualdad de observabilidad.
e El control estd dado por

vi={,

donde @ es la solucién de la ecuacién adjunta asociada a @, minimo de J.
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Desigualdades de Carleman

i Cémo demostramos la desigualdad de observabilidad?

Una de las herramientas mas poderosas son las desigualdades de Carleman:

// plo)® dedt < C // ploe + Apl? dedt + C // plo|® dz dt

Qx(0,T) Qx(0,T) wx (0,T)

> o(x,t) =0, xz € 0.

» p = p(z,1) es una funcién positiva y continua en Q x (0, 7).

» Para deducir observabilidad, la combinamos con propiedades de disipacién
como

/Q 10(0)[2 dz < / o) dz, te(0,T).

Nicolds Carrefio - Universidad Técnica Federico Santa Maria 14/31

Control de EDP: Observabilidad, costo y sistemas



Introduccién
[e]e]e]e]e] ]

Algunos comentarios

» Control a cero y observabilidad de la ecuacidén adjunta son equivalentes.

» Ademds, si existe C' > 0 tal que
[le@Far<c [[ 1ofaa
¢ wx(0,T)
entonces el control v tal que y(T') = 0 satisface
2 2
vlizz < Cllyollze-

> La mejor constante C.os¢ (la mas pequeiia) que hace la desigualdad
anterior cierta, la denominamos costo del control a cero o costo de la
controlabilidad a cero.
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Costo del control a cero en un caso limite

Consideremos la ecuacién de calor en una dimensién

Yt — €Yoc — My =0 en (0,7) x (0, L),
Yyw=0 = V(t), Yja=r =0 en (0,7T),
Ylt=0 = Yo en (0, L).

» >0, M#0.
> Existe v°(t) tal que y(7T') =0 y existe C° > 0 tal que

12 2
flv ||L2(0,T) < CEHy0HL2(O,L)'
> csost S CE-
Pregunta: ;Qué podemos esperar de C%,,; cuando ¢ — 077
En general, para T > 0y € > 0, se puede probar
C{fost S exp (CT—1€_1)7

pero esto no dice mucho...
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Sobre el control de la ecuacién del transporte

Para entender un poco lo que se espera de C%,,, cuando ¢ — 0, consideremos
la ecuacién del transporte (e = 0)

yt—M?JxIO en (OvT)X(O,L)v
Y=o = Yo en (0,L)

con controles:
Y=o = v1(t) si M <0,
Yjz=r = v2(t) si M > 0.

> La ecuacién del transporte es controlable siy sélo si T > L/|M]|.
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Sobre el control de la ecuacién del transporte

Yyt — Myz =0en (0,7) x (0,L)

» T < LJ|M|
M >0 M <0
L/M L/|M]|
/%
T T
vy =0 vy =0
Yo L Yo L

> Ccast = +0o0

» Entonces, es natural esperar que lim C¢,,; = +oo
e—0t
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Costo del control
Sobre el control de la ecuacién del transporte

Yyt — Myz =0en (0,7) x (0,L)

» T > L/|M|
M >0 M <0
T T
L/M L/|M]|
vy =0 vy =0
Yo L Yo L
> Ccast =0

» Entonces, es natural esperar que lim C{, ., =0
+

e—0
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Algunos resultados

e Para la ecuacién del calor:

{ Yt — EYzw — Myy =0 en (0,7) x (0,L),
Yye=o = (1), Ya=r =0 en (0,T),
Coron, Guerrero (2005) probaron

1. T<L/|IM|: Cis > exp(Ce™) si M #0.

2. T>KL/|M|: Ciy < exp(—Ce™') si K > 0 grande (contr. uniforme).
Ademds:

» SiM >0y T <2V2L/M: C%,,, explota (Lissy, 2015).

» SiM <0 K=42ysi M>0: K =6.1 (Glass, 2010).
En particular, no se sabe qué pasa

» siT e (L/|M|,42L/|M|) si M <0, o

> si T € (2v/2L/M,6.1L/M) si M > 0.
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Algunos resultados

e Para la ecuacion de KdV:

{ Yt + EYzaz — My, =0 €n (O7T) X (0>L)7
Yjz=0 = ’U(t), Yya=L = Oa Yz|z=L = 0 en (07 T)a

Glass, Guerrero (2009) probaron
1. T < L/IM|: C%,y > exp(Ce™?) si M 0.

2. T>KL/M : C5,y < exp(—Ce™/?)si M > 0,K > 0 grande (c.u.).
e Para la ecuacién de KdV:

{ Yt + €Yzaz — My =0 en (0,
Ylz=0 = U(t)v Yz|z=L = 07 Yoz|z=L = 0 en (07
C., Guerrero (2015):

1. T < L/|M|: C%,q > exp(Ce™?) si M < 0.

2.VT >0 : CShu > exp(Ce™2) si M > 0.
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Algunos resultados

e Para una ecuacién de cuarto orden:

Yt + EYzaza — Mys =0 en (0
Yoo = V1(t),  Yo=r =0 en (0
Youlz=0 = V2(t),  Yualo=r =0 en (0
Ylt=0 = Yo, en (0

hﬂﬁ*ﬂ

» Control a cero (Cerpa, Mercado, Guzmdn): existen vi(t), v5(t) tal que
y(T) = 0y existe C* > 0 tal que
112 €112 2
||’Ul||L2(0,T) + ”U?”LQ(O,T) < CSHyOHL?(O,L)'

» C., Guzman (2015):
> T >40L/|M]| : hrn Céost =

» T<L/|M|: llm C'mgt = +o0.
e—0t ;

Pregunta abierta: ;Qué pasa si T' € (L/|M|,40L/|M|)?
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Algunos sistemas de la mecanica de fluidos (N =2 6 3)

e Ecuaciones de Navier-Stokes (N controles escalares)

y—Ay+ - Viy+Vp=ovly,, V-y=0 (z,t)eQx(0,T),
y=0 x € 0N.

» y =y(z,t) € RY: Campo de velocidades del fluido.

» v € RN es el control. Puede ser pensado como un mecanismo que inyecta
movimiento al sistema en distintas direcciones.

e Sistema de Boussinesq (N + 1 controles escalares)
y—Ay+(y-V)y+Vp = vily,+60en, V-y=0 (z,t) €Qx(0,7T),

0: —A0+y-VO = vl (z,t) € @ x (0,T),
y=0, 0=0 x € 0Q.

> 0 =0(x,t) € R: Temperatura del fluido.

> vg € R: control actuando sobre la temperatura.

Pregunta: ;Es posible controlar estos sistemas con menos controles?
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Control de un sistema de dos ecuaciones del calor con un control

Consideremos el sistema con un solo control

Yy — Ay = z + vl (z,t) € Q x (0,7),
z—Az=y (z,t) € Q2 x (0,T),
y=2z=0 x € 09,
y(0)=1° 2(00)=2" zeQ.

e Buscamos v tal que y(T') = 2(T") = 0.
e Desigualdad de observabilidad: Existe C' > 0 tal que

0)|° 0)°)dz < C > dz dt
/Q(Iso( )I* +1%(0)7) dz < //wx((),T) v

donde (¢, 1)) es la solution del sistema adjunto

—pr — Ap =1 (z,t) € Q@ x (0,T),
7wt *Alﬁ:@ ({E,t) € 2 x (07T)7
90:1/):0 1‘6897

o(T)=¢r, Y(T)=yr =z

26/31
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Control de un sistema de dos ecuaciones del calor con un control

e La idea es combinar desigualdades de Carleman para ¢ y ¢:

// pilel?dzdt < C // pol|? dz dt + C // p1lel? da dt

Qx(0,T) Qx(0,T) wx (0,T)
// p|Y dedt < C // palel? dzdt + C // p1|¢)? da dt
Qx(0,T) Qx(0,T) wx(0,T)

. 1 . .
Podemos elegir los pesos tal que ps < Epl, pero necesitamos estimar el

término local de +. Usamos la ecuacién (1) = —pr — Agp)
// prlyf? dadt = // prp(—pe — Ap) da dt
wx(0,T)
1 2 2
< el pi|Y|"dedt + C p1lep|” dz dt.
wx(0,T) wx(0,T)
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Control de un sistema de dos ecuaciones del calor con un control

yr — Ay = z + vl (z,t) € 2 x (0,T),
z2—Az=y (z,t) € Q x (0,T),
y=2=0 x € 09,
y(0)=14° 2(0)=2" zcQ.

e Existe v tal que y(T') = 2(T") = 0.

Variante: Sistemas acoplados por O C Q.

{ ye — Ay =z+vl, (z,t) € Q x (0,

0,T
2 — Az =ylo (z,t) € 2 x (0,T

),
).

e En este caso, si O Nw # ), entonces existe v tal que y(T') = z(T) = 0.

28/31

Nicolds Carrefio - Universidad Técnica Federico Santa Maria
Control de EDP: Observabilidad, costo y sistemas



Sistemas parabdlicos
[e]e]e]e] lele)

Controlabilidad local a cero del sistema de Navier-Stokes

y—Ay+ @y -Vy+Vp=vl,, V-y=0 (2,t)cQx(0,7),
=0 x € 0N
y(o):yo x € Q.

» ioe{l,..., N}, T>0ywCQ.

» C. Guerrero (2012): Existe § > 0 tal que si [|y°|| < &, entonces existe un
control v, con v;, = 0, y una solucién asociada (y,p) tal que y(7') = 0.

Idea:
e Linealizar en torno a cero: y; — Ay + Vp = vl,,.

e Controlar las ecuaciones con control y la restante con la condicién
V~y:81y1—|—...+8NyN:O.

e Lissy (2014): Control local a cero con un control escalar en dimesién 3.
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Sistema de Boussinesq

ye—Ay+(y-V)y+Vp = vl,+60en, V-y=0 (z,t)€Qx(0,7),
0 —A0+y-VO = wl, (z,t) € 2 x (0,7),
y=0, 0=0 x € 00
y(0) =1¢° 6(0)=6° x €.

»ipe{l,..., N—1}, T >0y w C Q.
» C. (2012) Existe § > 0 tal que si ||(¥°,0°)| < 6, existen controles vy y v,
con v, = vy = 0, y una solucién asociada (y, p,0) tal que

y(T) =0y 0(T) = 0.
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Gracias
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