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Introduccién
[ Jo}

Introduccidn

En esta charla, discutiremos el costo de controlar a cero dos ecuaciones lineales:

1. Una ecuacién de KdV

Yt + EYzrxx — Myz =0 en (0, T) X (0, L),
Yjz=0 = /U(t)7 Yz|z=L = 0, Yazz|le=L = 0 en (07 T):
Yle=0 = Yo en (0,L).

2. Una ecuacién de cuarto orden

2t + 2000 — Mzy =0 en
Zjg=0 = V1 (1), Zjg=r, =0 en
Zac:c\x:O = v2(t)7 Zyx|le=L = 0 en
2|t=0 = 20, en

Nos preguntamos cémo varia el tamaiio de los controles con respecto a € > 0.
En particular, cuando € — 07.
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Introduccién
oe

Introduccidn

El costo de controlar a cero lo mediremos como la mejor constante Cg,,; tal
que

1. para todo yo, existe v° tal que yj—r =0, y

[[v°]] < Ceostllvoll-
2. para todo zo, existen vf y v5 tal que zj;—p =0, y
+ vz

”vi S Csost”ZO”'

Pregunta: ; Qué podriamos esperar a priori de C<,,; cuando ¢ — 077
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Introduccién
[ Jelele]

Sobre el control de la ecuacién del transporte

Para entender un poco lo que se espera de C%,,, cuando ¢ — 0", consideremos
la ecuacién del transporte (e = 0)

yt—M?JxIO en (OvT)X(O,L)v
Y=o = Yo en (0, L)

con controles:
Y=o = v1(t) si M <0,
Yjz=r = v2(t) si M > 0.

> La ecuacién del transporte es controlable siy sélo si T > L/|M]|.
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Introduccién
0@00

Sobre el control de la ecuacién del transporte

Yyt — Myz =0en (0,7) x (0,L)

» T < L/|M|
M >0

L/M

L/|M)|
T
vy =0 vy =0

Yo L

> Ccast = +0o0

» Entonces, es natural esperar

Nicolds Carrefio - Universidad Técnica Federico Santa Maria

que lim+ Clost = +00

e—0

M <0

Yo L

7/22

Sobre el costo del control a cero de algunas ecuaciones en derivadas parciales lineales



Introduccién
[e]e] le]

Sobre el control de la ecuacién del transporte

Yyt — Myz =0en (0,7) x (0,L)

>» T >L/|M|
M >0
T T
L/M L/|M]|
vy =0 vy =0
Yo L
> Ccast =0

» Entonces, es natural esperar que lim C{, ., =0
+
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Introduccién
[e]e]e] )

Algunos resultados

e Para la ecuacién del calor:

{ Yt — EYpx — Myz =0 en (0,7) x (0,L),
Yjz=0 = /U(t)7 Yz=L = 0 en (OaT)7

Coron, Guerrero (2005) probaron
1. T<L/IM|: Cie > exp(Ce™) si M #0.

2. T>KL/|M|: Ciy < exp(—Ce™') si K > 0 grande (contr. uniforme).

e Para la ecuacién de KdV clésica:

{ yt+8yzzz_MyI =0 en (O7T) x (O’L)’
Ylz=0 = 'U(t)v Yz=L = 0, Yzjz=L = 0 en (Oa T)7

Glass, Guerrero (2009) probaron
1. T < L/|M|: C%,q > exp(Ce™?) si M 0.

2. T>KL/M : C5 < exp(—Ce™/?)si M > 0,K > 0 grande (c.u.).
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I. Ecuacién de KdV
@000

Una ecuacion de KdV en un intervalo acotado

v

T >0, M € R\ {0} (coeficiente de transporte), ¢ > 0 (coeficiente de
dispersidn).

Yt + EYxxx — Myz =0 en (O, T) X (0, L)7
Yjz=0 = U(t), Yz|z=L = 0, Yazzlz=L = 0 en (07 T)>
Y|t=0 = Yo en (0, L).

v

Controlabilidad ha sido estudiada por Guilleron (2014) y Cerpa, Rivas,
Zhang (2013).

Control a cero: Para todo yo € L2(0, L), existe v € L*(0,T) tal que
Y=r = 0, y existe C' > 0 tal que

v

lvll 20,1y < CllyollL2(o,L)-

\{

En particular, Cf,,; < C.
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I. Ecuacién de KdV
[e] le]e)

Dualidad

Equivalentemente, C¢,,; es la mejor constante tal que la
desigualdad de observabilidad

ler=ollr20,n) < €Clostll@waiz=ollL2(0,1)5

es cierta para toda ¢ solucién de la ecuacién adjunta

—¢t — €Paza + Mpz =0 en (0,7) x (0, L),
Ple=0 = 0, Prle=0 = 0, (8tpm - M@)\x:L =0 en (O,T),
Plt=T = LT en (0, L).

Es natural concentrarse en analizar la desigualdad de observabilidad.

e En general, para T > 0y € > 0, se puede probar (mediante desigualdades de

Carleman)
Chosr < exp (CT_le_l).
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I. Ecuacién de KdV
[e]o] lo)

i Es posible obtener controlabilidad uniforme con respecto a ¢ — 017

> i(Cst < Ceexp(—C(T, M)E_1/2), T suficientemente grande?

C. puede depender polinomialmente de e y 1.

Nicolds Carrefio - Universidad Técnica Federico Santa Maria 13/22

Sobre el costo del control a cero de algunas ecuaciones en derivadas parciales lineales



I. Ecuacién de KdV
[e]o] lo)

i Es posible obtener controlabilidad uniforme con respecto a ¢ — 017

> i(Cst < Ceexp(—C(T, M)E_1/2), T suficientemente grande?
C. puede depender polinomialmente de e y 1.

> Una estrategia posible es combinar una desigualdad de observabilidad:

||€0|t=T/2HL2(0,L) < C:exp (CT_I/QE_I/Q)||90x./1;\a::0||L2(0,T)

con una disipacién exponencial (M > 0 (transporte negativo), 7' grande):

||€0\t:0||L2(0,L) < C:exp ( - CT5_1/2) ‘|@|t:T/2||L2(O,L)'
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I. Ecuacién de KdV
[e]o] lo)

i Es posible obtener controlabilidad uniforme con respecto a ¢ — 017

> i(Cst < Ceexp(—C(T, M)E_1/2), T suficientemente grande?
C. puede depender polinomialmente de e y 1.

> Una estrategia posible es combinar una desigualdad de observabilidad:

25—1/2)

||€0|t=T/2HL2(0,L) < C:exp (CT_I/ ||(pm:z:\a::0||L2(0,T)

con una disipacién exponencial (M > 0 (transporte negativo), 7' grande):

||€0\t:0||L2(0,L) < Ceexp ( - CT5_1/2) ‘|@|t:T/2||L2(O,L)'

» Observabilidad OK. Mejora de exp (Ce~!) "™ 3 exp (C=~1/2).

» Disipacién no es posible.
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I. Ecuacién de KdV
[e]o]e] )

Resultado de explosion para 1" arbitrario

Teorema'. Sea T, L, M > 0 and 6 € (0,1). Entonces, existe o > 0 tal que
Chst > Ceexp((1 — §)LMY?e7?) | Ve € (0,20)

donde C. depende polinomialmente de ¢! y €.

> Problema de control auxiliar con costo K, y tal que Koot S Clost-

» Se muestra que K¢, > C.sinh ((1 - §)LM1/2671/2) mediante una
solucién particular para su ecuacién adjunta.

> 1;(15) := cosh ((x — §L)M1/25_1/2)_

1C., Guerrero. On the non-uniform null controllability of a linear KdV equation. Asymptot.
Anal., 2015.
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Il. Ecuacién de cuarto orden
000

Una ecuacion de cuarto orden lineal

» T >0, M € R\ {0} (coeficiente de transporte), € > 0 (coeficiente de
difusién).

2t + €2zace — M2z =0 en (0,T

Zje=0 = V1 (1), Zu=r, =0  en (0,T

Zac:c\x:O = UQ(t)7 Zyx|le=L = 0 en (0 T

Z|t=0 = 20, en (0,L

» Resultados de controlabilidad por Cerpa, Mercado, Guzman.

» Control a cero: Para todo 29 € L*(0, L), existen v1 € L?(0,T) y
vy € L?(0,T) tal que zj—r = 0, y existe C' > 0 tal que

llvill20,my + llv2ll2 o,y < CllyollL2(o,r)-

» En particular, C%,,, < C.

Nicolds Carrefio - Universidad Técnica Federico Santa Maria 16/22

Sobre el costo del control a cero de algunas ecuaciones en derivadas parciales lineales



Il. Ecuacién de cuarto orden
(o] le]

Dualidad

Ecuacién adjunta:

—ot + EPagzs + Mz =0 en (0
(p‘g;:() = 07 @\I:L =0 en (0
Prrlz=0 = 0, Pra|lz=L = 0 en (01
Plt=T = PT, en (0

» Observabilidad:

1/3571/3) (H‘Pu:\ar:o HLQ(O,T)+H99.7>:1:;n\:1::0 HLQ(O,T))

loje=1/2llL2(0,1) < Ceexp (CT
» Disipacién exponencial (T grande):
lloe=ollr2(0,2) < Ceexp (— CTE?l/s) leie=7/2llL2(0,1)-

e Observabilidad: Mejora de exp (Ce™') a exp (Ce™'/?).
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Il. Ecuacién de cuarto orden
oe] )

Resultados de controlabilidad uniforme y explosién?

Teorema (Controlabilidad uniforme). Sea L > 0, M #0y T > 40L/
Entonces, para todo 2o € L?(0, L), existen v1,v> € L?(0,T) tales que
Zi=r =0y

M

H'U1HL2(0,T) + ||'02HL2(0,T) < Ceexp ( - 0571/3)||y0“L2(0,L)-
En particular: lim__, o+ C¢,s; = 0.
Teorema (Explosion). Sea L >0, M # 0y T < L/|M]|. Entonces, existen

20 € L*(0,L) y €0 > 0 tal que todo par de controles v1,v2 € L*(0,T) tales
que zj;—p = 0 satisfacen

lvillz2 o7y + lv2llL2(0,7) = Ce exp (051/3)”1/0”L2(0,L)a Ve € (0, 0).

En particular: lim,_, g+ Cpsr = +00.

2C., Guzmén. On the cost of null controllability of a linear fourth order parabolic equation.
Enviado.
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Problemas abiertos
@00

Problemas abiertos

e Dos controles en KdV

) x (0, L),
)7
).

yt+€yzzz _Myz =0 en (O,T
Yiw=0 = 0(t); Yalo=r = V1(t); Ysaje=r =v2(t) en (0,T
Yjt=0 = Yo, Y= =0 en (0, L
i Qué pasa en los siguiente casos?
1. vo(t) = 0 : Parcialmente resuelto (restricciones sobre yo).
2. v1(t) = 0 : Parcialmente resuelto (restricciones sobre 40)3.

3. va(t) = 0 : Abierto.

3C., Guerrero. Uniform null controllability of a linear KdV equation usingitwo controls.=Enviado.
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oeo

Problemas abiertos

e M > 0 (transporte negativo) y T' > 0 pequefio.

» Para la ecuacién del calor

{ Yt — EYgz — My, =0 en (0,7) x (0, L),
Yw=0 = V(t), Y=z =0 en (0,T),

se ha probado que lim+ CSsr = 400, si T < 2v/2L/M.
e—=0

» Para la ecuacién

2t + €2eaee — Mz, =0 en (()’ T) X (07L)’
Zlz=o = 01(t), 2= =0  en (0,T),
Zrz|le=0 = /[)Q(t)7 Rrx|le=L = 0 en (O, T)

iExiste K € (1,40) tal que si T' < KL/M, entonces lim+ Clpst = +007

e—0
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Gracias
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