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PAUTA CERTAMEN 2
MAT-276: OPTIMIZACION NUMERICA

Pregunta 1.(30 pts.) Considere la ecuacién para la corriente i(t) de un circuito RLC

q(Ct)_v(t), i(0) =io, L#0,

donde v(t) es el voltaje de la fuente y ¢(t) es la carga del condensador. Se sabe que
t
q(t) = / i(s)ds + qo-
0

Determine si es posible controlar la corriente y la carga del condensador mediante el voltaje en
cualquier tiempo T > 0.

Li'(t) + Ri(t) +

Hint: Escriba la ecuacién como un sistema lineal de primer orden.

- (1)

Como ¢/(t) = i(t), es facil ver que la ecuacién se puede escribir como

Solucidon. Sea

' = Az + Bv,
donde

A= [—1/0LC —Rl/L] vy B= <1?L)'

Verifiquemos la condiciéon de Kalman. La matriz de Kalman esta dada por

B.451= 0 i

que tiene rango 2. Por lo tanto, el sistema es controlable en todo tiempo T > 0. O

Pregunta 2.(40 pts.) Considere un carro que puede moverse sobre un riel mediante turbinas
colocadas en sus extremos. El movimiento del carro-cohete estd gobernado por

' (t) = u(t),

donde el control u(t) representa la fuerza de los cohetes, que supondremos estd acotada: |u(t)| < 1.
Dadas condiciones iniciales 2(0) = zo y 2’(0) = vp, el objetivo es determinar la estrategia de control
que lleve el carro al reposo en el origen en tiempo minimo.

Denote v(t) = /(¢):

(a) (10 pts.) Escriba la ecuaciéon de movimiento como un sistema lineal de primer orden
para (z(t),v(t)) y determine la forma general del control 6ptimo. En particular, deduzca
la cantidad méxima de cambios de signo del control.

(b) (10 pts.) Bosqueje las trayectorias en el espacio de fase correspondientes a los valores del
control éptimo.
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(c) (10 pts.) Describa la estrategia de tiempo minimo en funcién de las condiciones iniciales
v vg. Le sera til identificar la curva de conmutacion, es decir, donde el control cambia de
signo y se mantiene constante.

(d) (10 pts.) Escriba el control 6ptimo en forma de ciclo cerrado, es decir, en funcién de z(t)

y u(t).

Solucion. (a) La ecuacién se puede escribir como el sistema lineal

()=o) )+ () CE)=(2)

Para ver la forma del control dptimo, introduzcamos el vector adjunto p(t)!" =
(p1(t), p2(t)), solucién del sistema adjunto

p _ (0 0\ (m
P2 -1 0/ \p2)”’
que tiene por solucién

p(t)=p), pa(t) = —plt + 3,

con p(l) y pg constantes tales que p(t) # 0. Por el Principio del Méximo (caso lineal), sabemos
que el control 6ptimo debe ser de la forma

u(t) = signo(p(t)"" B) = signo(ps(t)) = signo(~pt + p),

pues estamos en el caso de control escalar. Deducimos entonces que el control toma los
valores 1 y —1, cambiando a lo mas una vez de signo.
(b) e u=1. En este caso, el sistema queda de la forma
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vA
u=1
e y = —1. De igual forma, tenemos el sistema
=v, v =-1,
lo que nos lleva a

2

v
r=—-——+C

2

vA
u=-1

En ambos casos, las trayectorias corresponden a pardbolas.
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(c¢) La curva de conmutacién estd dada por

2
x = —signo(v) %

La estrategia de control estd descrita como sigue:

e Si (zg,v9) pertenece a esta curva, el sistema puede llevarse al origen sin cambio de

signo de u. Mds precisamente, si xg = —81gn0(vo)§, entonces u = —signo(vp).

e Si (zg,v9) estd sobre esta curva, u toma el valor —1 y luego cambia a 1 (cuando el
sistema llega a la curva de conmutacién).

e Si (xg,vp) estd bajo esta curva, u toma el valor 1 y luego cambia a —1 (cuando el
sistema llega a la curva de conmutacién).

>
X

(d) El control 6ptimo se puede escribir en funcién de (x,v) como

(0 si(z,v)=(0,0),
1 siv>0yq<—%,

1 siv<0yq<

)

u(z,v)

-1 siv>0yq>

l\D‘ @ww‘dww‘cw

-1 siv<O0Oygqg>
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Pregunta 3.(40 pts.) Considere el sistema lineal en [0, 7] con observacién:
() = A(t)z(t) + B(t)u(t), x(0) = o,
y(t) = C(t)x(t),
donde A(t) € Mn(R), B(t) € Mnm(R) y C(t) € M, n(R) son matrices acotadas en [0, 7.

Dada una trayectoria arbitraria £(t) € RP, se busca un control tal que la diferencia entre la obser-
vacion y(t) y £(t) sea pequena en [0,7T]. Para esto, se propone minimizar el costo cuadratico

T
C(u) = e(T)" Qe(T) + / (e(t)"W(t)e(t) + u(t)“"U(t)u(t)) dt,
0
donde e(t) = y(t) — £(t) es el error, Q,W(t) € My(R) y U(t) € M, (R) son matrices simétricas
definidas positivas. Asuma que se cumple la condicién de coercividad:

T T
3@>QW€L%QﬂRW:/1@WU@MQ&Z@/‘W®P&
0 0

Para encontrar una expresion para el control que minimiza C'(u), se propone seguir los siguientes
pasos:

(a) (10 pts.) Defina el vector extendido z(t) = (:c(lt)> y reformule el problema con el sistema

en RNV+!

7' (t) = A(H)Z(t) + B(t)u(t), am=<?>
y el costo escrito como
~ T —~
Clw) = (1) QET) + [ @FO" WO +ul)"Ut)u(v) o,
0
donde A(t) € Mn41(R), B(t) € Mnyi1m(R), Q, W (t) € Mpy41(R) son matrices definidas
por bloques que debe determinar.

Nota: Las matrices Q y W(t) deben ser simétricas y escritas en funcién de C(t) y £(%).

(b) (10 pts.) Demuestre que existe un tnico control que minimiza el costo y se escribe como

u(t) = U(8) ' B E@®)Z(1),
donde E(t) € My41(R) es una matriz simétrica. Determine la ecuacién diferencial que
cumple E(t) en funcién de A(t), B(t), Q y W(t).

(c) (10 pts.) Escriba E(t) como

~ E(t h(t
E(t) = |:h<t()t>r ait;] )

donde E(t) € My(R), h(t) € RY y a(t) € R. Determine las ecuaciones diferenciales
satisfechas por E(t), h(t) y «(t) y muestre que

u(t) = U#®) ' BT E(t)z(t) + Ut) ' B(t)"h(t).

(d) (10 pts.) Escriba el valor minimo del costo en funcién de z, E, h y a.

Nota: Recuerde que para matrices definidas por bloques, se cumple la regla de multiplicacién:

A1 Ayl |Br By| _ |A1B1+ A3Bs Ai1By + AyBy
As A4 |Bs By| |A3B1+ Ay4Bs A3By+ AyBy|’
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Solucion. (a) Definamos las matrices por bloques
i [A 0] 5 [B] = [C(T)“"QC’(T) —C(T)”Qg(T)} W [C““WC ~Crrwe
L0 o T o] [HMTRe(T)  (T)TRET) |0 T [-ErW e grWe |

Es fécil verificar (usando multiplicacién por bloques) que

FT(T)QE(T) = (y(T) — (1)) Qy(T) — £(T))
y —~
W R)T(t) = (y(t) — E0) W (1) (y(t) — &)
Por lo tanto, ambos problemas son equivalentes.
(b) Como asumimos la hipétesis de coercividad, sabemos que por el Principio del Méximo (caso

LC) existe un unico control u(t), solucién del problema de minimizacén de la parte anterior,
que se escribe bajo la forma de ciclo cerrado o feedback como

u(t) = U(t) " Bt E()Z(t),
donde E(t) satisface la ecuacién matricial de Riccati:
{ E'(t) = W(t) — A(t)"E(t) = E()A(t) — E(t)B()U (1) B(t)" E(v),
E(T) = -Q.
Més ain, como W(t) y Q son simétricas, E(t) también lo es.

(c) Notemos que

~r=  |ATE  ATR] <~ FEA 0

tr —

A R R
E h| BU-'B 0 E A EBU-'B"E EBU-'B'h
R« 0 0| [p" «|  |W"BUT'B"E h"BUIB'"h|"

De esta forma, insertando la expresién de E en la ecuacién, deducimos que F, h y a son
soluciones, respectivamente, de

E'(t) = C(t)"W(£)C(t) — A(W)" E(t) — E(1)A(t) — E() BO)U(t) " B(#)" E(1),

{Eavz—cuw%XXTx
{HWZC@”WWﬂwMN%@EwB@Uw*BMWWL
W(T) = C(T)" QE(T),

{ o/ (t) = E(0)TW (R)E(t) — h(t) " B(OU ()~ B(8)"h(t),
o(T) = —&(T)" Q&(T).

Por otro lado,

u(t) — [U(t)_lB(t)tT 0] X |:;it(§t)r h(t):| . <x(1t)> _ [U(t)_lB(t)trE(t) U(t)_lB(t)tTh(t)] . <$(t)>

EEU*E"E:{

o 1

u(t) =U#) !B E(t)x(t) + Ut) ' B(t)"h(t).

(d) Sabemos que el costo minimo estd dado por

~2(0)" E(0)%(0),

que usando la expresién de E y T es igual a

—zl E(0)xo — 2h(0)" 29 — (0).



