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PAUTA CERTAMEN 1
MAT-276: OPTIMIZACION NUMERICA

Pregunta 1.(20 pts.) Encuentre los extremales para los siguientes funcionales:
2
@<wpm>Jm@::/(W?+@¥+w%mammOamm=1Ju>=mmm=
1
2, z2(2) = 1.
1 1
(b) (10 pts.) J(y) = / (/)% da, sujeto a y(0) = 0, y(1) = 5, / ydr = 2.
0 0

Solucion. (a) Los extremales y = y(x) y z = z(z) deben satisfacer el sistema
d
Ly - aLy’ =0, y(l) =1, y(2) =2,
d
Lo——Ls=0, 2(1)=022) =1,

donde L = (y')? + (2')? + 22. Esto es

y' =0 y(1)=1,4(2) =2,
2 —2=0, 2(1)=0, 2 1

Las soluciones generales de y” =0y 2z’ — 2 = 0 son
ylx)=Azx+B y z(z)=Ce"+ De 7,

respectivamente. Usando las condiciones de borde, encontramos

e? —e2e ™  e(e® ! —e (@) 2esinh(z — 1)

(b) Como tenemos una restriccién de tipo isoperimétrica, los extremales deben satisfacer la
ecuacioén

d d
Ly = g5l + MGy = 6w ) =0
donde L = (y")?, G =y y ) es una constante a determinar. Tenemos entonces
—2y"+X=0
A 2
y(z) = 7% + Az + B.

Usando las condiciones de borde, encontramos que

A
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Por otro lado,

Asi,

Por lo tanto

Pregunta 2.(30 pts.) Sea ¢ = ¢(z) una curva que separa dos puntos fijos (o, yo) y (z1,91)
en el plano. Considere el funcional

z1
J(y) = / L(z,y,y') dz, sujeto a y(zo) = yo, y(x1) = y1,

0
con L dado por
Li(z,y,y') siz € [z,
L / — y 3 ) )
o) ={ Do) o ion]
donde ¢ € (zp,x1) es el punto donde y = y(x) intersecta a la curva ¢ (note que c es variable).
Encuentre las ecuaciones de Euler-Lagrange que deben satisfacer los extremos de J(y).

Hint: Puede usar que si J = J; + Jo, entonces §.J = dJ1 + §J5, donde dJ es la variacién de
J(y).

Solucion. Sea y = y(z) un extremo de J(y). Escribamos J(y) como

J(y) = Ji(y) + J2(y),
donde

1

Ii(y) = /ch.y.y’)dx v Dly) = / La(a,y,9/) da,

x0 c

y calculemos su variacion dJ. Notemos que xg y x1 estan fijos, mientras que ¢ es una variable
del problema. Asi, de la expresién de la variacién general de un funcional, tenemos, para toda
funcién h € C(xg, 1) tal que h(xg) = 0 = h(z1),

wr:Lcth—%iumyNMw+Ud—M@ﬂw

0

—c 6z + (L1)y

—

T

0Jz = /xl ((Lz)y - %(Lz)y/>hdx = (L2 =Y/ (L2)y )| o 07 — (L2)y

donde (dx, dy) es la variacién de y en el punto c¢. Notemos que esta variacién es la misma para
ambos funcionales por la continuidad de y en c.

Como la variacién en ¢ debe seguir la curva ¢, tenemos (al primer orden) que dy = ¢'(c)dx.
Entonces,

rx=ct (52/,

ox

Tr=cC

§J, = / ((Ll)y - %(Ll)y/)hdx + (L1 + (¢ = y")(L1)y)

5= [ (el = 5o (Bl s = (Lo + (¢ =)L)y
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Como y es un extremo de J(y), se cumple que 6.J; + dJo = 0 y, como h y dz son arbitrarios,
obtenemos que y debe satisfacer

Pregunta 3.(25 pts.) Sea el funcional cuadratico

J(y)==j€ ((v)? = by?) da.
Encuentre los valores de a > 0y b € R que aseguren que J(y) es definido positivo para todo

y € C1(0,a) tal que y(0) =0 e y(a) = 0.

Solucion. El funcional J(y) es de la forma
| (P2 + o) a.
0

con P=1y Q = —b. Como P > 0, basta encontrar valores de a > 0y b € R tales que el
intervalo [0, a] no contiene puntos conjugados a 0.
La ecuacién de Jacobi asociada a J(y) es

d
—a(u') —bu=0
u” +bu=0. (1)

Completemos esta ecuacién con las condiciones (iniciales) u(0) = 0, «/(0) = 1, y veamos para
qué valores de a y b la solucién de es tal que u(z) > 0, Vz € (0,al.

e b <0: u(z) = AeVI* 4 Be=VIP* Usando las condiciones iniciales, obtenemos
\/m:p _ =/ |blz 1
u(z) = c = wfqum@>a x> 0.

2,/ N

Deducimos que Ya > 0y Vb < 0, J(y) es definido positivo.
e b=0:u(xr) = Ax + B. es fécil entonces ver que

u(z) =z >0, z>0.

Al igual que en el caso anterior, Va > 0y Vb < 0, J(y) es definido positivo.
eb>0: u(x) = Asin(vbx) + Bcos(vbx) y por lo tanto

u(z) = 1

7 sin(vVbz).

Notemos que
u(z) >0,Vz € (0,a) < sin(Vbx) >0, Vze (0,0 < ba < 7.

Por lo tanto, Va,b > 0 tales que vba < 7, J(y) es definido positivo. O
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Pregunta 4.(25 pts.) Sea el funcional

1
J(y) = 277/ yv/1+ (v)2dx, sujeto a y(—1) =y(1), y > 0.
-1

Se quiere encontrar y = y(z) que minimice J(y) usando variables canénicas. Para ello:

(a) (10 pts.) Encuentre el Hamiltoniano del sistema y deduzca que es constante en cada
punto de una curva extremal.

(b) (10 pts.) Usando la parte anterior, deduzca a partir de las ecuaciones candnicas que los
extremales de J(y) son soluciones de

y' = C?y =0,

donde C es una constante.
(c) (5 pts.) Demuestre que la curva que resuelve el problema tiene la forma

y(z) = Acosh(z/B),
donde A, B > 0.

Solucion. (a) Calculemos las variables canénicas. Sea L = 27y+/1 + (¢y/)?.

/

Yy

V1i+ @)

p=Ly =27

Notemos que

yo P
/47r2y2 —p?
y
47r2y2
14+ (y 2—-_ -7
(¥) Am2y2 — p2

El Hamiltoniano esta dado por
2

422

\/47r2y2 —p? \/47723/2 —p2
Por otro lado, como estamos en un caso auténomo (L no depende explicitamente de
x), el Hamiltoniano es constante en cada punto de una curva extremal, es decir,

H = —\/4n?2y?2 —p2 = C.

(b) Las ecuaciones candnicas estan dadas por

dp dy
I p— —~ =H
dz Y dx P
es decir,
dp A2y B 42y
dor [Ar2y? — p2 O
dy _ P p

dz ~ /an2? —p2 C’
Derivando esta tultima igualdad con respecto a x, obtenemos

/

7 4 _4772
o=
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(c¢) La solucién general viene dada por
y(z) = AelCl® 4 BeICle,
Como y(—1) = y(1), deducimos que A= By
y(z) = Al 4+ 7€) = 24 cosh(|C|z).
Ademés, como y > 0, entonces A > 0, pues cosh(z) > 0, Vz € R.

Tiempo: 2.5 horas.



