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REVES
Planos

Geometria de rectas y planos en R 3.

Definicion

Sea P un punto dado y 7 un vector no nulo. Definimos la recta que
pasa por 7 y es paralela a 7 como el conjunto de puntos

L={7+xd:\eR}.

El vector j se llama vector director de la recta L.

Observacion
Existen distintas formas de describir la recta L.

Coordinacién 290 sem. 2017 Matemética2 MAT022 3/16



REVES
Planos

Geometria de rectas y planos en R 3.

Ecuacion paramétrica de la recta L.

Si 7 = (z0,¥0,20) ¥ q = (dy, ds, ds), entonces el punto (z, y, 2)
esta en la recta L si (y solo si)

r = zo+ A
I Yy = Yo+ Ads
z = zp+ /\d3

para algun valor de \ € R.

En este caso, decimos que la recta L esta escrita en forma
paramétrica (con parametro \).
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REVES
Planos

Geometria de rectas y planos en R 3.

Ecuacion simétrica de la recta L.

Si 7 = (d1,ds3,ds) no tiene ninguna coordenada 0, entonces
el punto (z,y, z) estd en larecta L si se cumplen las igualda-
des:

I T—To _Y~Y% _ 2~ %0
’ dy do ds

Estas son conocidas como las ecuaciones simétricas de L.

Observacion: Si, por ejemplo, d; = 0, las ecuaciones simétri-
cas se escriben como
Y—%Yo =20

L: = =
T Zo, d2 d3
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Rectas

e »3
Geometria de rectas y planos en R°. Planos

Ejemplo
Sip1 = (x1,y1,21) Y Po = (22, Y2, 22) SON puntos distintos, la recta que
pasa por ellos es:

L: (2,9,2) = (x1,y1,21) +t(®1 — T2, y1 — Y2, 21 — 22), tER,

pues d= (1 — T2,Y1 — Y2, 21 — 22)-
Entonces: la forma paramétrica esta dada por

x = x+t(x) —39)
L: y = yi+tlyi—vy2) , teR,
z = z1+t(z1 — 22)

y la forma simétrica por

r — X — Z— Z
I 1:y ylz 1

1 — T2 Y — Y2 21 — 22
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REVES
Planos

Geometria de rectas y planos en R 3.

Definicién
Sean dos rectas dadas por

|

Ly={p +Mi:A€R}, Ly={p}+Adr:reR}.

@ Diremos que dos rectas son paralelas si sus vectores directores
son paralelos, es decir, si d; = dds con § # 0.

@ Diremos que dos rectas son perpendiculares si sus vectores
directores son ortogonales, es decir, si dy-dy = 0.
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- 3 Rectas
Geometria de rectas y planos en R3. co
Planos

Definicion

Un conjunto IT c R3 es un plano si existe un vector 7 y dos vectores
7 y ¥ no paralelos tales que

I={7+a¥ +p7:a,B€cR]}.

Si ? = (330>y0a20), 7 = (Ul,Ug,Ug) Yy 7 = ('U17U2,U3), enton-

ces
T To + auy + Puy
II: y = yotaug+pPva, ao,BeR.
z = 29+ ausz+ Bus

Estas son las ecuaciones parameétricas del plano.
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Rectas
Planos

Geometria de rectas y planos en R 3.

Un plano II en R? se puede describir con un punto y un
vector perpendicular a él (llamado vector normal). Sea p’
(z0,Y0,20) € I y el vector normal 7 = (ni,n2,n3). Si ¢
(z,y, z) € II, entonces se debe cumplir

@ 5)-7i=0
(1‘_$07y—y07z_20) : (n17n27n3) =0

Tny + yng + 2n3 — rony — Yong — zonz = 0,

es decir,
II: ax+by+cz+d=0.

Esta es la ecuacion general del plano II. Notar que 7@ = (a, b, ¢).
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Rectas
Planos

Geometria de rectas y planos en R 3.

Proposicién

Sill= {7 +ad + 87 : a, 8 € R}, entonces se puede tomar
T = x7.

Se tiene que

I={¢eR/ (¢-7) 7 =0}
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Rectas
Planos

Geometria de rectas y planos en R 3.

Observacion: Un plano se puede determinar conociendo 3
puntos pertenecientes a él. Sean A, B, C € II. Entonces

F=A, @—=AB, #=AC.

Por otra parte,

ﬁzx@x/ﬁ

es un vector normal a II. Se completa la ecuacién general de II
con A, Bo C.

De forma inversa, un plano puede ser determinado por 3 pun-
tos no colineales.
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Rectas

e »3
metri r lan nR°.
Geometria de rectas y planos el Planos

Definicion

@ Dos planos son paralelos si y solo si sus vectores normales son
paralelos.

@ Dos planos son perpendiculares si y solo si sus vectores
normales son ortogonales.

Teorema
Sean los planos

Hll a1x+b1y+clz+d1=O,

Ils : asx + boy + coz +do = 0.
Entonces:
@ 11, (|11 siy solo si (a1,b1,c1) = M ag, ba, ca), cON X € R (A #0).
@ 11, | 11, siy solo si (a1, b1,c1) - (az, ba, ca) = 0.

e 11, =11, SinOIO Si (al,bl,cl,dl) = )\(QQ,bQ,CQ,dg), con € R
(O £ 0).
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Rectas
Planos

Geometria de rectas y planos en R 3.

Teorema

Considerar la recta L con vector director 7 y el plano 11 con vector
normal 7i. Se tiene:

OL|I «— d-@=0.
oL L1l «— d|7.
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- 3 Rectas
Geometria de rectas y planos en R3. co

Planos

Teorema (Distancia punto recta)

Consideremos la recta L que pasa por el punto Py = (zo, Yo, 20) ¥

tiene como vector director a d . Sea P = (z,y, z) un punto que no
pertenece a L. La distancia de P a L esta dada por:

e ||7|x Tﬂy
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Rectas

Geometria de rectas y planos en R 3.
Planos

Teorema (Distancia punto plano)

Dado un punto Py = (¢, yo, 20) y un plano 11 : ax + by + cz + d = 0.
La distancia entre P, y 11 esta dada por:

_amo + byo + czo + d|
Va2 +2+2

d(Fo, IT)
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Rectas
Planos

Geometria de rectas y planos en R 3.

Teorema (Distancia entre rectas)

, L =
Sea L, la recta que pasa por el punto P, y tiene direccion d,. Sea Lo

. , = . )
la recta que pasa por el punto P, y tiene direccion ds. La distancia
minima entre L, y Ly esta dada por:

—
PP - - =
dmin(leLQ) = | 1?” 2 H i |, donde ﬁ = d1 X dg.
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