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Proyeccién ortogonal
Producto cruz

Geometriaen R"™ .

Dado un vector @ € R™, queremos determinar su proyeccion
ortogonal 1 sobre otro vector ¥ £ 0. Se debe cumplir:

@ j es paralelo a

—

w =

>
S

para algin A € R.

@ u — w es ortogonal a v

=

— )T =0.

Se encuentra que A\ = |7“|Lq”2 Denotaremos & = proy i

Definicion
Sean @, 7 € R", 7 # 0. Llamaremos proyeccion ortogonal de i
sobre ¥ al vector ( . q)

u-v

POYEE =\ o
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Proyeccion ortogonal
Producto cruz

Geometriaen R"™ .

Sean @ = (u,us,u3),v = (v1,v2,v3) € R® dos vectores no
nulos. Nos interesa buscar un tercer vector w = (z,y, z) # 0 tal
que sea ortogonal a # y . Se debe cumplir que

=0y v-W=0,

es decir,

1T + U2y + ugz = 0,

mT + vy + vz = 0.

Manipulando un poco estas ecuaciones, se puede probar que
una solucién esta dada por

T = U2V3 — U3V2, Y = U3V —UIV3, <2 = U1V2 — U2V1.
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Geometriaen R"™ .

Definicién
Sean 4 = (Ul,UQ,U3),17
cruz (o vectorial) 4 x @

= (v1,v2,v3) € R3. Se define el producto
como el vector

U X U= (U203 — Usgv2, *(Ulvg - Usvl)aul’l& - UQ”U1)-

Teorema
i XU esortogonala @ y v.
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Proyeccion ortogonal
Producto cruz

Geometriaen R"™ .

La definicion de producto cruz se puede recordar y trabajar
como un determinante

i 7k
UXT=| u uy us

V1 V2 U3

= (’U,lvg = 1@111)2— (u1v3 = U3’U1)j + (U11}2 = Ugvl)E,

donde 7 = (1,0,0), j = (0,1,0) y k = (0,0,1).
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Proyeccion ortogonal
Producto cruz

Geometriaen R"™ .

Teorema

El producto cruz cumple las siguientes propiedades
Q@ (VieR?) @xi=0.

Q@ Vi, 7eR}) @ L (ix?d) y ¥L(dx0)
Q (Y, 7€ R?) (@ x ) = —(¥ x @)

Q (Vi,0,W €R3) (G+0) x W =@ x 0+ T x &
Q (Vi,7,WeR®) Ux (T+W) =UxT+dXD
9 (

Q (va
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Proyeccion ortogonal

Geometriaen R"™ .
Producto cruz

Teorema (ldentidad de Lagrange)
Para todo @ y v en R™ se cumple la identidad

(@ 9)” + |7 x o)* = [|a]*[17]]*.

Demostracion: jEjercicio!

7~

Si 6 € [0, 7] es el angulo entre 4 y ¥, entonces

(1117 cos )* + 1 x B* = |||

1)1]|7]1% (1 — sen? 0) + || x 71> = ||@]|?||7]*
de donde obtenemos la identidad
@ x v| = ||| ||v]| sen 6.

Observacion: La norma || x ]| es el area del paralelégramo
de aristas @'y .
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