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Definicion de R™

El espacio Euclidiano R™

Nos interesa definir el espacio Euclidiano R™. Pero antes, miremos
dos ejemplos importantes.
Ejemplo (R? y R3)

@ El conjunto R? (el plano) es el conjunto de todos los pares
ordenados de nimeros reales:

R? = {(z,y) : z,y € R}.

@ El conjunto R? (el espacio tridimensional) es el conjunto de
todas las tripletas ordenadas de nimeros reales:

R® = {(2,9,2) : 2,9,z € R}.
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Definicion de R™
Operaciones sobre
El producto

El espacio Euclidiano R™

Para generalizar R? y R3 a dimensiones superiores, definamos el
concepto de lista:

Definicién
Sea n un entero positivo. Una lista de largo » (o n-tupla) es una
coleccion ordenada de n elementos que luce como

(LL’1,$2, coo ,l‘n).

Decimos que dos listas son iguales si y solo si tienen el mismo largo
y los mismos elementos en el mismo orden.
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Definicion de R™

El espacio Euclidiano R™

Definicién
El espacio Euclidiano R™ es el conjunto de todas las listas de largo n
de numeros reales:

R™ = {(z1,%2,...,2,) : ¥, € Rparaj=1,...,n}.

Los elementos de R™ son llamados también vectores y los
denotamos como ¢ = (vy, ..., v, ), donde decimos que v; es la
i-ésima coordenada de .

@ = (3,1,0,—2) es un vector de R*.
7= (3,—4,1,—6,3,0) es un vector de R°.
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Definicién de R™

Operaciones sobre R™

El producto punto

La norma de un vector

La desigualdad de Cauchy-Schwarz
Geometria sobre e cio R™

El espacio Euclidiano R™

Definicion

Sean v = (v1,...,v,) Y W = (wy,...,w,) €N R”y a € R. Sobre el
espacio Euclidiano R™ se definen las siguientes operaciones:

@ Igualdad de vectores:

— —

T=w < wvw=w; Yi=1,...,n.

©@ Suma de vectores:
U+ W = (v1 +wy, vy + wa, ..., 0, + wy,).

© Producto por escalar:
a7 = (avy,qus, ..., avy).
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Definicién de R™
Operaciones sobre R™
El producto punm

El espacio Euclidiano R™

La suma de vectores en R™ posee las siguientes propiedades:

Propiedades

@ Clausura: ¥,w € R" — v+ % € R™.
Conmutatividad: o+ @ =4+ ¢ Vv, €R™
Asociatividad: (V+ W)+ u=0+ (W+u) Vo, 0, deR"™.

0,.

Q
Q
© Existencia de neutro aditivo: considere: 0 = (0, ,0) € R™.
Q

m

Se cumple que: 7+ 0 =0+ 7 = 7.

Existencia de inversos aditivos: para v = (vq, ..., v,),
considerar (—v) = (—vy,...,—v,) € R™. Se cumple:
U+ (=7) = (=0) +T=0.
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Definicién de R™
Operaciones sobre R™
El producto pur

El espacio Euclidiano R™

El producto por escalar posee las siguientes propiedades:

Propiedades

Q ocRATER = o v € R™

v Va,B €R, VreR™
+a-w VaeR, Vu,weR".
+B8-7 Va,B R, VieR™
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Definicién de R™
Operaciones sobre
El producto punto
La norma de un vector
La desigualdad de
Geometria sobre

n

El espacio Euclidiano R™

Definicion

Sean v = (vy,...,v,), W = (wy,...,w,) € R". Se define el producto
punto o producto interno entre (los vectores) vy @ como:

n

- o

vV-w = E ViWw;.
i=1

@ El producto punto también se puede denotar con el
simbolo: (v, w).
@ El producto punto es una funcién de dos variables:

(,):R*xR" —R

definida por (U, &) — (¥, ).
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Definicién de R™
Operaciones sobre
El producto punto

El espacio Euclidiano R™

El producto punto posee las siguientes propiedades:

Propiedades

Sean v,y @ en R™ y «, 3 escalares. Entonces:
@ Definido positivo: 7- 7> 0; 7-0=0 <
@ Simetria: v- W = W - 7.
© Distributividad: v (& + @) =7 - @ + v - 4.
Q (a?) - @ = (v 0).

©@ Bilinealidad:

<y
I
=11

g
=

+ +
<y
Sy
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Definicién de R™
Operaciones sobre
El producto punto
La norma de un vector
La

Ge

n

El espacio Euclidiano R™

Definicion

Sea v = (v1,...,v,) € R™. Se define la norma de ¢ como el nimero
real:

La norma de ¥ mide la magnitud del vector ¥ o la distancia
entre el punto que representa y el origen.
La distancia entre dos vectores v’y @ es definida por

d(7, @) = |7 — .
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El espacio Euclidiano R™

La norma posee las siguientes propiedades:

Propiedades
Sean 7,w € R" y a € R. Entonces:

Q |7 >0; ||| =0 «— 7=0.

Q [ad] = |ol|7].

Q ||v+ | < ||v]| + ||| (Desigualdad triangular).

Q |7 | < ||9]|||W| (Desigualdad de Cauchy-Schwarz).

La desigualdad de Cauchy-Schwarz nos permitird introducir
la nocién de angulo recto (ortogonalidad) sobre el espacio R™.
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Definicion

El espacio Euclidiano R™

La norma
La desigualdad de Cauchy Schwarz
Geometria sobre el espacio R"

Si ¥ y w son vectores en R™ no nulos, entonces, por la de-
sigualdad de Cauchy-Schwarz, tenemos que:

—l@l @l < (@, @) < |7 |||

y luego — ||<q HwZ” < 1. Por tanto, existe un anico 6 € [0, r]
tal que:
cosl = (, wﬂ) .
[|9]| |||
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Definicién de R™
Operaciones sobre

El espacio Euclidiano R™ el

Definicion

Sean v, w € R™. Se define el angulo entre los vectores ¢y « como
el tnico 0 € [0, ] tal que

—

-5 = ||| cos 0.

S

Se denota tal angulo por £ (v, W) o LU, w.

Notemos que

(¥, @)

Z(U,W) = arc cos <H>
17| [l
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Definicién de R™
Operaciones sobre
El producto punto
La norma de un vector

La desigualdad de Cauchy—Schwarz
Geometria sobre el espacio R™

n

El espacio Euclidiano R™

Definicion

Sean v, € R™. Diremos que:
@ ¢y w son ortogonales o perpendiculares si: /(v, @) = m/2.
Se anota: ¢ L .
@ ¢y & son paralelos si: Z(v, %) =06 Z(v,w) = .
Se anota: ¢ || .

Observacion

Sean v, w € R™. Entonces:

—

Qi Ll — T -w=0.

—

Q 7| W < 3INeRtalque 7= \w.
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El espacio Euclidiano R™

Geometria sobre el espacm

Teorema (Pitagoras sobre R"™)

Sean v,w € R tales que v |, entonces:

|17 + @) = ||7* + ||5]|*.

Basta desarrollar el término ||7 + ||

|7+ |12 = (¥ + @) - (T + &)

= 171? + [[@]* + 2(7 - ).
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Definicién de R™

El espacio Euclidiano R™

Ejercicio
Sean ¥, 4w € R™. Demuestre que:

—_

@3] < 5 (1912 + 131l?).

Ejercicio (Identidad del Paralelégramo)
Sean ¥, 4 € R™. Demuestre que:

15+ 3|2 + |7 — @l|> = 20171 + |]%).

Si v, W € R?, s puede dar una interpretacion geométrica de esta
igualdad?
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Definicién de R™

El espacio Euclidiano R™

Ejercicio

Suponga que Py @Q son los puntos que corresponden al diametro de
una circunferencia de radio r con centro en C. Suponga, ademas,
que R es un punto exterior a la circunferencia ubicado en la
extension del trazo P(). Demuestre que:

PR-QR = |CR|? - r*.
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