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Definicién y propiedades
Determinante de una matriz Adjunta de una ma

Regla Cr

Sea A la matriz de orden 2 x 2 con coeficientes en K siguiente:

a b
AS (c d) ’
Anteriormente, para la matriz A se defini6 el determinante co-

mo el nimero:
det A = ad — be.

Respecto al nimero anterior tenemos el siguiente teorema:

Teorema
Sea A € Myx2(K). Enfonces:

A esinvertible <  det A #0.

Coordinacién 290 sem. 2017 Matemética2 MAT022



Definicién y propiedades
Determinante de una matriz Adjunta de una matriz

Regla de Cramer

La idea es extender el resultado anterior a matrices de orden n. ]

Requerimos las siguientes definiciones:
Definicién
Sea A e My xn(K):

@ Lamaremos menor de orden i;j de A al determinante, de orden
n — 1, de la matriz que se obtiene al eliminar la i-ésima fila y la
j-6ésima columna de la matriz A. Lo denotaremos por el simbolo
M;;, o bien por el simbolo | A;;|.

© Lliamaremos cofactor de orden ij de A, denotado por el
simbolo C;;, al nimero:

Ciyj = (=1)"" My; = (=1)"7] 4.
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Definicién y propiedades
Determinante de una matriz Adjunta de una matriz

Regla Cr

Ejemplo
=1 & =2
SeaA=[1 1 —2] € Msxs3(R).Calcule todos los cofactores
2 -3 -3
de A.
Sea A = (a;5) € M,,«xn(K). Se define el determinante de A como el
numero:
> ai;Cyj, 1<j<n (jfio),
det A= ‘T
Z aijCij, 1<i<n (Z ijO)
j=1

También anotamos det A = |A|.
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Definicién y propiedades

Determinante de una matriz

1. La definicion anterior indica que el desarrollo del
determinante de una matriz A puede realizarse por
cualquier fila o cualquier columna.

2. Note que:
D aCij =Y (~1) M ayl Ayl
=1 =1
3 5 2
SeaA=|-1 4 0] € Msx3(R). Calcule el determinante de A.
7T -3 9
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Definicién y propiedades
Determinante de una matriz Adjunta de una ma

Regla Cr

Comenzamos con un resultado basico, pero importante:

Teorema

Sea A = (a;j) € M, «xn(K) una matriz triangular, entonces:

det A = ﬁ Q-
i=1

El determinante puede ser visto como la funcién:
det : Myun(K) — K

definida por A — |A|, cuya propiedad fundamental es:
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Definicién y propiedades
Determinante de una matriz

Teorema
Sean A, B € M,,«,(K), entonces:

‘det(AB) =det A-det B

Respecto de las matrices elementales y el determinante, tene-
mos lo siguiente:

o det Eij = —1.
Q det Ejj(a) =1,cona e K.
Q det E;(r) =r,conr #0.
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Definicién y propiedades
Determinante de una matriz Adjunta de una matriz

Regla de Cram

Recordemos que si A es invertible, entonces A~! es un pro-
ducto finito de matrices elementales de fila. Por tanto:

Teorema
Sea A € M,,«,,(K). Entonces:

A esinvertible < det A #0.

Ejemplo

Determine los valores de a € R de modo que A sea invertible, donde:

oS O O e
—
(e
|
—_

Coordinacién 290 sem. 2017 Matemética2 MAT022



Definicién y propiedades
Determinante de una matriz Adjunta de una matriz

Re

Ademas:

Propiedades

Sean A € M,,«,(K) y a € K. Entonces:

Q |I,|=1.

Q |aA| = a”|A|.

Q |AT| =|A].

@ Si, ademds, A es invertible, tenemos que |A~| = |A| 1.
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Definicién y propiedades
Determinante de una matriz Adjunta de una matriz

Regla Cr

Supongamos que F1, Fs, ..., E,. es una sucesion de OEF que
transforman A en una matriz triangular superior, i.e.

E E B,
A2 4,5 BT

o bien:
E,....EoEiA=T.

Luego, aplicando el determinante a ambos lados, tenemos:
|E. ... B2E1A| = |T).
Como |E, ... BBy A| = |E,| -+ |Es| - |Ey| - | A|, obtenemos:

7 |
[Br| - | o] - | B4

4] =
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Definicién y propiedades
Determinante de una matriz Adjunta de una matriz
Regla de Cramer

Definicion

Sea A € M, «,(K). Se define la matriz adjunta de A, denotada por
adj(A), a la matriz:

adj(A) = (Cy;)7,

donde C;; son los cofactores de A paratodo1 < i,j < n.

a b
SeaA_(c d

) € M, xn(R). Calcule adj(A) y A - adj(A).

La matriz adjunta de una matriz A es la traspuesta de la matriz
formada por los cofactores de A.
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Definicién y propiedades
Determinante de una matriz Adjunta de una matriz

Regla de Cramer

Un resultado importante que relaciona la matriz A con su adjunta es:

Teorema
Sea A € M, «.(R), entonces:

A-adj(A) = |A] - I..

Ademas:

Propiedades
Sean A, B € M,,x»(K). Entonces:
@ adj(AB) = adj(B) - adj(A).

Q Si A es invertible, tenemos que: |adj(A)| = |A|"~.

© Si A es invertible, se cumple que: adj(adj(A)) = det(A)"?A,
para cualquier natural n > 2.
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Definicién y propiedades
Determinante de una matriz Adjunta de una

Regla de Cramel

Ejemplo

Suponga A y B son matrices en M5, 3(R) tales que det A = 2y que
B es antisimétrica. Se definen las matrices X e Y de orden 3 por:

X = adj(A”)-[4-24)7'] T vy=B X

respectivamente.
@ Calcule det X.
Q Calcule det Y.
© (Es Y equivalente por filas con la matriz X ?
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Definicién y pri
Determinante de una matriz Adjunta de una mz

Regla de Cramer

Considerar el sistema de ecuaciones lineales de orden n x n

siguiente:
1121 + a2 + ...+ a1, = b
a21%1 + a22%2 + ... + A2p®y, = by
An1%1 + Ap2®2 + ...+ ATy = by

Sabemos que el sistema anterior se representa matricialmente como:

AX = B,
donde:
aiy G2 - Qip 1 by
a1 az - Q2n T2 by
A= R g R - g
an1 an2 Ee Ann Tn bn
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Definicién y propie:
Determinante de una matriz Adjunta de una matriz

Regla de Cramer

Si |A| # 0, entonces el sistema tiene una unica solucién dada
por: X = A~'B.

Usando la identidad A= = |A|~!adj(A), tenemos el siguiente
teorema:

Teorema (Regla de Cramer)

Sean A € M,,«,(K) y B una matriz columna de orden n. Suponga
que |A| # 0. Entonces el sistema de ecuaciones lineales AX = B
tiene solucién (unica) (x4, s, ..., x,) dada por:

[A1] _ 49 _ 144 |An|

x1:|A‘7 x2_|A|7 x3_|A|7 9 mn:|A|7

donde A; es la matriz de orden n x n, obtenida a partir de A
reemplazando su i-ésima columna por la matriz columna B.
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