Matematica 2 MAT022

Clase 23 (Complementos)

Departamento de Matematica
Universidad Técnica Federico Santa Maria

Coordinacién 290 sem. 2017 Matemética2 MAT022 19



Tabla de Contenidos

0 Polinomios de Taylor

e Series de Taylor

Coordinacién 290 sem. 2017 Matemética2 MAT022 2/9



Polinomios de Taylor

Definicion

Dadon € Ny f: I ¢ R — R una funcién n-veces derivable en zy € I.
Se define el polinomio de Taylor de f alrededor de z( (de orden n)
como:

n (k) (g
IO I PEALTPRPND
k=0

Observacion: Notar que

P(x0) = f(z0), Pﬁ(fo) = f/(ﬁo), .. ~7P7(Ln)($o) = f(n)(xo)-
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Polinomios de Taylor

Ejemplos

@ Sea f(z) = e*. El polinomio de Taylor alrededor de 0 de orden 5
esta dado por:

$2 £L’3 £L’4 il?5
P()—1+$+7+§ 7+§

@ Sea f(z) = In(1 + x). Encontrar el k-ésimo término del polinomio
de Taylor alrededor de 0.

v
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Polinomios de Taylor

Se llama n-ésimo resto de f en z; a la funcién

v
Teorema

Seann € N yx, € I. Si ("1 (x) existe en I, entonces para cada
x € I existe T € (xg,x) tal que

f(x) = Po(x) + ra(2)

_ o

j) n+1
() CFE] (x — zo)™ .
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Polinomios de Taylor

Ejemplo

Aproximar el nUmero e con un error menor a 0, 001.
Sea f(x) = e¢*. Queremos encontrar n € N tal que

[rn (D] = [£(1) = Pa(1)] < 0,001,

donde P, (z) es el polinomio de Taylor de f(x) alrededor de 0.
Por el resultado anterior, existe un z € (0,1) tal que

ev 4
(n+1)! = (n+1)V

Fr(@)
(n+1)!

()] = (1-0)"* <

Basta tomar n > 6.
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Series de Taylor

Definicion

Se llama serie de Taylor de f en z a la serie de potencias

+0 (k)
> e - aot
k=0 ’

Observacion: Notar que para que la definicion anterior tenga
sentido se necesita que f(x) tiene derivadas de todo orden
en xgp.
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Series de Taylor

Para asegurar la convergencia de la serie de Taylor, tenemos el
siguiente resultado:

Teorema

Si existe M > 0 tal que | ™) ()| < M para todo z € I y todon € N,
entonces la serie de Taylor de f en x, converge a f(x) para cada
z € I, es decir,

T £(k) (4
f(l")zzfi(o)(x—xo)k, zel.

k!
k=0
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Series de Taylor

Ejemplos

+oo (_l)kx%-}-l

Q sin(x)zzi z € R.
' b
Py (2k + 1)!
+oo k..2k
-1

Q cos(z) = Z((;k)x', z €R.

k=0 ’

+0o L

®_ T
ee —Zﬁ, fﬂGR
k=0
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