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Definicion
Series de potencias

Derivacion e integracion

Definicion
Sea (Cy) una sucesion y zy € R. Una serie de la forma

+oo
Z Ck (CL‘ — ,To)k
k=0

es llamada serie de potencias (centrada en z). Los términos Cy,
son llamados coeficientes de la serie de potencias.

Ejemplos
Algunas series de potencias:

+ook +c><>;€

Zk.v > Z
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Definicion

Series de potencias

¢ Para qué valores de = € R la serie de potencias
—+o0

> Cr(x — x)* converge?

k=0
+oo

Ejemplo: La serie ka converge si |z| < 1 (z € (-1,1)) y

k=0
diverge si |x| > 1. Ademas,
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Series de potencias

+o00o 1

Zxk: , xe(=1,1).

k=0
e Si |z| < 1, entonces (—x) € (—1,1):

+oo 1
> (—1)kak = T z € (—1,1)
k=0

¢ Si|z] < 1, entonces 22 € (—1,1) y (—z?) € (—1,1):

+00 1 +00 1

2%k k., 2k
E e =10, E (=1)%z =1 z € (-1,1).
k=0 k=0
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Definicién

Radio de convergencia
Intervalo de col a
Derivacion e in

Series de potencias

Para simplificar, consideremos ¢ = 0.

Teorema
—+o0

Sea una serie de potencias » ~ Cy,z". Se tiene:
k=0

@ Siconverge enx = a, a # 0, entonces converge absolutamente
para todo x € R tal que |z| < |al.

@ Sidiverge en x = b, entonces diverge para todo = € R tal que
|| > 1b]-
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Definicién

Radio de convergencia
Intervalo de convergencia
Derivacion e mlegrac;lon

Series de potencias

Teorema

—+o0
Para una serie de potencias de la forma Z Cz* se cumple una y
k=0
sdlo una de las siguiente propiedades:
+oo
Q > Cia converge sélo parax = 0.
k=0
o0
o Z Cra* converge para todo z € R.
k=0
© Existe R > 0 tal que
o0
Vz €R,|z| < R: Y Cya* converge abs.
k=0

+oo
Vz €R,|z[ > R: > Cyat diverge.
k=0
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Definicién

Radio de convergencia
Intervalo de cor a
Derivacion e in

Series de potencias

Definicién (Radio de convergencia)

Al nimero R del resultado anterior se le llama radio de
convergencia. Por convencion:
+oo
Q Si Z Cz* converge sélo para z = 0, se anota R = 0.
k=0
—+o0
Q Si Z Cra* converge para todo = € R, se anota R = +oo (“radio
k=0
de convergencia infinito”).
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Definicién

Radio de convergencia
Intervalo de convergencia
Derivacion e mlegrac;lon

Series de potencias

Teorema

400
Para una serie de potencias de la forma Z Cr(x — x0)* se cumple
k=0
una y sdlo una de las siguiente propiedades:
—+o0
Q Z Cr(z — 20)* converge sélo para z = x.
k=0
—+o0
Q Z Cr(x — x0)* converge para todo = € R.
k=0

© Existe R > 0 (radio de convergencia) tal que

+oo
Ve eR, |z — x| < R: Z Cr(z — z0)* converge abs.
k=0
—+oo
Ve eR, |z —xo| > R: Z Cr(z — x0)" diverge.
k=0
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Definicion

Series de potencias

Definicion

+oo

El conjunto en el cual la serie de potencias Z C(x — x0)" converge
k=0

es un intervalo y se le llama intervalo de convergencia. Notemos

que sélo puede tener las siguientes formas:

{z0},R, (xo—R, 0+ R), [x0— R, zo+R), (xo— R, 0+ R], [x0— R, 0+ R].

Observacion: Los extremos extremos del intervalo deben es-
tudiarse de forma individual.
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Definicion
Radio de convergencia

Series de potencias .
Intervalo de convergencia

Derivacion e integracion

Ejemplos
Encontrar el intervalo de convergencia de las series:
+oo (_1)k+12kmk

>
k=1
+oo
Q Zkkxk.
ros 0
° Zk.-
+o0 k
) z =

+ook

°Zk2-

2k
o }jL =)
L2k
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Definicién

Radio de

Interv.

Derivacion e integ

Series de potencias

+oo
Supongamos que la serie de potencias Z Cr(x — x0)* tiene

k=0
radio de convergencia R > 0. Entonces, se puede definir una
funcién f : (zg — R,z9 + R) — R como

+oo
f@) =" Cr(z — xzo)*.
k=0

Preguntas:
@ ;Es f continua?
@ ;Es f derivable?
@ ;Es fintegrable?
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Definicién

Radio de conv

Intervalo de col E
Derivacion e integracion

Series de potencias

Teorema (Derivacion de series de potencias)

“+oo
Si f(z) = _ Ci(x — x)" tiene radio de convergencia R > 0,
k=0
+o00
entonces la serie de potencias Z kCy.(z — x0)** tiene el mismo
k=1

radio de convergencia. Ademas, para todo x € (xo — R, 2o + R):

+oo
() = ZkC’k(x — zo)* L.
k=1
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Definicion
R

Series de potencias In

Derivacion e integ

Observacion: Del resultado anterior deducimos que

—+o0
f(z) = ZCk(x — 20)* es derivable en (o — R,zo + R) (y
k=0

continua).
Mas aun, f(x) es infinitamente derivable y se tiene que
_ f(k)(xo)
Cr = —

400 L
Sea f(z) = Z % Se prueba que tiene radio de convergencia

k=0
infinito y que f(x) = e”.
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Definicién

Radio de col
Interv.

Derivacion e integ

Series de potencias

Teorema (Integracién de series de potencias)

+oo
Si f(z) =Y Ci(x — x)* tiene radio de convergencia R > 0,
k=0
400 C
entonces la serie de potencias Z k (z — x0)*T! tiene el mismo
P

radio de convergencia. Ademas, para todo « € (z¢o — R, z¢ + R):

;p oo
okt
/wo f(t)dtfkgzok_i_l(x xo) T
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Series de potencias

Ejemplos

+oo
1
Se tiene que —1)kak =
k=0
+oo k,.k+1
—1
EL— = +a)
k=0 +
+oo 1
- Vg2 —
ien =
Q Setie equeZ( =132
k=0
+°O k p2k+1
= arctg(x),

OM

2k—|—1

€ (—1,1). Integrando:

x € (=1,1).

€ (—1,1). Integrando:

z e (—1,1).
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Definicién
Series de potencias -

Derivacion e integracion

Ejercicios

@ Expresar ] !

— T

en serie de potencias centrada en 2.

@ Expresar R en serie de potencias centrada en 0.
X
3x —1 . .

© Expresar f | en serie de potencias centrada en 0.
2 —

Coordinacién 290 sem. 2017 Matemética2 MAT022 1717



	Series de potencias
	Definición
	Radio de convergencia
	Intervalo de convergencia
	Derivación e integración


