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Diagonalizacién de Matrices Simétricas

Proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt

Proposicién

Sea A € M,,«,(R) simétrica. Entonces:

@ )\ co(A) = ) eR (los valores propios de A son reales).
Q Si)i,\; €0(A) y\ # )\, entonces vy, L vy, (los elementos de
W, son perpendiculares a los de Wy ).

© Paracada ) € o(A) su multiplicidad algebraica es igual a su
multiplicidad geométrica.

Observacion: De lo anterior, deducimos que toda matriz real
simétrica es diagonalizable.
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Diagonalizacién de Matrices Simétricas

Proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt

Sea A € M,,«,(R) simétrica:
@ Como A4 es diagonalizable, admite una base (de R") de
vectores propios B = {v1,...,v,}.
© Los valores propios asociados a valores propios distintos
son ortogonales, pero aquéllos asociados a un mismo
valor propio no lo son necesariamente.

Definicion

Diremos que una base B = {vy,...,v,} €s ortonormal si sus
elementos son ortogonales entre si y todos tienen norma 1.

Para obtener una base ortonormal de vectores propios, pode-
mos realizar un proceso de “ortogonalizacion” llamado proceso
o método de ortogonalizacién de Gram-Schmidt.
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Di lizacié Matri Ztpi o '
iagonalizacion de Matrices Simétricas Proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt

Proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt
Sean vy, ..., v, vectores Li. en R™. Es posible construir m vec-
tores ortogonales uy, ..., u,, tales que paracada k = 1,...,m
se cumple

(ug, ..., ug) = (v1,...,0k).

Los vectores u; se construyen del siguiente modo:

Uy = U1
<U2,’LL1>
U = Vg — —F—5» U1
[ [|?
(v3, u2) (v3,u1)
Uz = V3 — U2 — Uy
[[uz]? [Jua |2

Vi, Ug
ukzvk—ZWui, k=1,...,m.
T

=1
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Di lizacié Matri Ztpi o '
iagonalizacion de Matrices Simétricas Proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt

Ejemplo

Sean v; = (3,0,4), vo = (—=1,0,7) y vs = (2,9,11) (Verificar que
forman una base de R?). Obtengamos una base B = {iy, 2, i3}
ortonormal de R?:

Uy = V1 = (3,0,4)

(_170a 7) i (35074)
9416

up = (~1,0,7) — (3,0,4) = (—4,0,3).

(2,9,11) - (—4,0,3) (2,9,11) - (3,0,4)

us = (2,9,11) — (—4,0,3) —

16 +9 9+ 16
= (0,9,0).
Ahora definimos:
_ Uy _ U2 _ us
Ul TR U2 = 9 U3 = ©
[Jwa |l [luzll [Jusll

(3,0,
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Diagonalizacién de Matrices Simétricas

Proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt

Gracias al proceso de ortogonalizacion anterior, tenemos la siguiente
propiedad para las matrices simétricas:

Teorema

Sea A € M, «»(R) simétrica. Entonces, la matriz A es diagonalizable
y existe una base ortonormal de vectores propios de A. Ademas, siV/
es la matriz cuyas columnas son los vectores propios ortonormales,
entonces

vTAV =D,

donde D es la matriz diagonal de los valores propios.

Observacion: La matriz V es tal que V7 = V~! y se dice
ortonormal.
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Diagonalizacién de Matrices Simétricas

Proceso de ortogonalizacion de Gram-Schmidt

Ejemplo

Sea

0 1 1
A=|1 0 1
1 1 0

@ Determine los valores y vectores propios de A.

@ Verificar que para valores propios distintos los vectores propios
asociados son ortogonales.

© Determine una base ortonormal de vectores propios.
@ Encontrar una matriz ortonormal V tal que VT AV = D.
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Definicion

Sea A € M,,«»(R) y v € R™. Decimos que una expresién de la forma

F(v) = vl Av

es una forma cuadréatrica.

Ejemplo

Formas cuadraticas en R?:

Fley)=(z v) (i Z) (z) — ag® + (b+ )y + dy?.

Notemos que también se tiene que

Flz,y)=(z ) (bg b;%) (i)
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Formas Cuadréatricas

En general, toda forma cuadratica F(v) = vT Av puede ser
escrita en la forma F(v) = vT Bv, donde B es simétrica. En
efecto, como vT Av = vT ATv, entonces

A+AT)
— | V.

F(v) szAv:vT( 5

Escribir la forma cuadratica

F(vay,z):x2+3xy—2xz+y2+yz+gz2

en forma matricial.
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Formas Cuadréatricas

Vimos que toda forma cuadratica se puede escribir como
F(v) = vTAv con A una matriz simétrica, la cual es diago-
nalizable y existe V' ortonormal tal que A = VDV'. Entonces:

F(v) =vTAv =0TV DV .
Si definimos v = VTv, tenemos
F(u) = u” Du.

La expresion anterior es llamada la forma candnica asociada
arF.
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