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Espacios Vectoriales Subespacio Vectorial

Definicion

Sea V' un conjunto no vacio y sea K = R o C. Se definen sobre V/
dos operaciones:

@ Adicion: Es una funcién que a cada par de elementos u,v € V
les asigna un elemento u +v € V.

© Producto por escalar: Es una funcién que a cada o € K y cada
v € V les asigna un elemento o - v € V.
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Espacios Vectoriales Subespacio Vectorial

Definicion
Un espacio vectorial sobre K es un conjunto (V, +, -) que tiene una

adicién y multiplicacién por escalar que satisfacen las siguientes
propiedades:

Q@ utv=v+u YuvelV.

Qu+t@w+tw) =@w+v)+w Yu,v,weV.
Q@ J0ycVtalquev+ 0y =v YveV

Q Vv e V,3(—v) € V talque v + (—v) = Oy.
Q@1 v=v YweV.

Qo (utv)=a-ut+a-v YuveV,Vaek.
Q a+p)v=av+p-v YveVVapek.

Definicion

Los elementos de V se llaman vectores y los elementos de K se
llaman escalares.
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Espacios Vectoriales Subespacio Vectorial

Ejemplos

@ (R",+,-) es un espacio vectorial sobre R. Sin embargo,
(R™,+,-) no es un espacio vectorial sobre C.

Q (M,,xn(R),+,-) es un espacio vectorial sobre R.
@ El conjunto de los polinomios con coeficientes reales

Rlz] = {p(z) =ao + a1z + ... + anz™: a; ER, n € N}

€s un espacio vectorial real.
© El conjunto de las funciones reales

F={f:ACR—R}

con las operaciones:

° (f+9)(z)=f(x) +g(x) VfgeTF,
o (af)(z) =af(zx) VaeRVfeF

es un espacio vectorial sobre R.
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Espacios Vectoriales Subespacio Vectorial

Ejercicio

Sean X un conjunto cualquiera no vacio y (V, +, -) un espacio
vectorial sobre K. Se define el conjunto F(X; V') como el conjunto de
todas las funciones f : X — V. Es decir:

F(X;V)={f:X = V: fesfuncion}.

Dotemos a F(X; V) de las operaciones adicién (f @ g) y producto
por escalar (« ® f) siguientes:

° (f@g)(z) = f(z)+g(x)

® (2O f)(z)=a- f(z).

Demuestre que (F(X;V),®,®) es un espacio vectorial sobre K.
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Espacios Vectoriales Subespacio Vectorial

Definicion

Sean V un espacio vectorial sobre Ky W C V. Diremos que W es
un subespacio vectorial de V' si W es un espacio vectorial sobre K.
En este caso anotaremos W < V.

Como W C V, las operaciones sobre los elementos de W son
las operaciones del espacio V.

Teorema (Caracterizacién de subespacio)

Sean V' un espacio vectorial sobre K y W C V. Entonces, W <V si
y solo si se satisfacen las tres condiciones:

0 Oy e W.
Q Vu,v e W secumpleu+veW.
Q@ YWweWyVacKsecumpleoa -ucW.

Coordinacién 290 sem. 2017 Matemética2 MAT022 713



Espacios Vectoriales Subespacio Vectorial
Ejemplos

@ Si V es un espacio vectorial, entonces V <V y {0} < V.
Estos son llamados los subespacios triviales de V.

© Las rectas que contienen al origen son subespacios vectoriales
de R™.

En R? los planos que pasan por el origen son subespacios
vectoriales de R3.

Las matrices simétricas y las matrices antisimétricas son
subespacios vectoriales de M, (R).

El conjunto de los polinomios de grado menor o igual a n

© 0 o

R, [z] = {p(x) =aqg+ax+...+a,x": a; € R}

es un subespacio vectorial de R[z].

© Sea I C R un intervalo. El conjunto de las funciones continuas
de I en R es un subespacio vectorial de F(I;R).
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Espacios Vectoriales Subespacio Vectorial

Ejemplo

Sea W definido por:

W = {p € Ra[z] : /Olp(a:)da: :p’(l)}.

Verifique que W < Rs[x].

Ejemplo

Sea W definido por:

W = {A € Myx2(R) : a11 = ag2,a21 = —ai}.

Verifique que W < My, o (R).
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Espacios Vectoriales Subespacio Vectorial

Sean W, y W, subespacios vectoriales de V. Se cumple que:
Q@ WiNW2<V.

Q W, +W, <V, donde

W1—|-W2:{’U)EVZE|UJ1' eW;,i=1,2, talquew:w1 +’LU2}.
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Espacios Vectoriales Subespacio Vectorial

Ejemplo

mmmmA:G @eMwﬂm

@ Sea W4 el conjunto de todas las matrices X € My (R) tales
que:
ATX = X A%

Verifique que W4 < Maya(R).

@ ;Existen subespacios W; y W, de W4 de modo que
W = W1 + W, ? Justifique.
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Espacios Vectoriales Subespacio Vectorial

Definicién
Sean V un espacio vectorial sobre Ky Wy, Wy < V. Diremos que V
es suma directa de los subespacios W, y W si:
Q@ Wi Wy = {0}.
Q@ V=W +W,.
En tal caso anotaremos V = W; € Ws.
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Espacios Vectoriales Subespacio Vectorial

@ ConsiderarelplanoW : z+y—z2=0ylarectalL: z =y = z.
Se cumple que R3 = W P L.

Q EnV = F(R;R), defina Fp como el subespacio de las funciones
pares (jverificar!) y F; el subespacio de las funciones impares
(jverificar!). Entonces:

V=Fr@ 7.
© Demuestre que el espacio de matrices de orden n puede

descomponerse como suma directa de las matrices simétricas y
las antisimétricas.
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