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O. Cdlculo de Variaciones

1.1 Introduccion

1.1.1 Contenidos del curso
1. Calculo de Variaciones
2. Control y estabilizacion de sistemas lineales
3. Control 6ptimo

1.1.2 Ejempilos tipicos del cdilculo de variaciones

= Ejemplo 1.1 — El camino mds corto. Encontrar la curva mas corta que une a los puntos A = (a, yo)
y B= (h)’l )

Buscamos una curva plana y = y(x) (suponemos que es una funcién). El largo de una curva,
parametrizada como una funcidn, estd dada por

1) = [T b

De esta forma, el problema queda planteado como:

minJ(y), dondey es tal que y(a) = yo, y(b) =y
y

Sol: La recta que une A y B. ;Cémo se obtiene esta solucién sin usar la intuicién? "

= Ejemplo 1.2 — Braquistécrona. Encontrar la curva (resbalin) que lleva la pelota desde A a B en el
menor tiempo posible.

Dados dos puntos A = (a,y0) y B = (b,y1) (yo > ¥1), buscamos una funcién y = y(x) solucién del
problema
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{ mylnT
y(a) = yo, y(b) =y

donde T es el tiempo de A a B usando solo la gravedad en el resbalin y = y(x).
(Cémo obtener T, en funcién de la curva y? Observamos que la rapidez esta dada por

ds
= =V @202 =0/ 1+ ()%
cony = 4 De esto deducimos
dx
1 /)2
dr = +7(y)dx.
v

Ahora lo que falta es obtener v = v(y). Utilizando la conservacién de la energia, tenemos
L
Emv +mgy = mgyo,

= v=1/280y0—y)-

= /dt / 2gy0— ));

La solucidn es la Cicloide. ;cémo se encuentra? "

De esta forma, obtenemos

El problema del cdiculo de variaciones, de forma abstracta
Estos problemas se pueden formular como

b
min J(3)i= [ Llxy(x).5/(x)dx

a
y(a) = yo, y(b) =
Las principales preguntas sobre este problema son:
» ;Condiciones sobre J e y(x) para existencia de soluciones de (P)?
» ;Coémo encontrar las soluciones de (P)?

(P)

1.1.3 Ejemplo de un problema de control
Consideremos un oscilador arménico simple aplicado a una particula de masa m = 1, lo cual es
modelado por:

i+k(x—1)=
x=x(1), x=x(r)
u=u(r)

donde u representa una fuerza externa y / es el largo natural del resorte.
Problema 1.1 Dado T > 0, encontrar una funcién u(z) tal que lleve el resorte al reposo en su largo
natural:

=1
(0)=yo  #(T)=0

Este es un problema de controlabilidad y 1lamamos u = u(t) el control.
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Problema 1.2 Si el Problema 1.1 es posible resolver, ;existe una funcién u tal que |u(z)| < 1y que
lleve la masa al equilibrio en un tiempo minimo?

X(O) =xo9 ut) X(T) =1
#(0)=yy mimnr HT)=0

Este es un problema de control 6ptimo.

Condicién necesaria de primer orden: Ecuacién de Euler-Lagrange

Comencemos por el mas simple de los problemas variacionales. Sea L : R x R x R — R. Entre
todas las curvas y : [a,b] — R de clase C' tales que

y(a) =yo, y(b)=y1,

encontrar minimos (locales) del funcional

Escribiremos
Problema 1.3

P) { minJ(y)

y(a) = yo, y(b) = y1.

Obs.
= [ se llama Lagrangeano.
= Las soluciones de (P) se llaman extremos de J(y).
= Nos interesa encontrar un método para encontrar soluciones de (P)

Notacion 1.1. Para L = L(x,y,z), denotamos

JdL JdL JdL

Lyi=—, L,i=—, L;:=—.
‘X axa y ay) Z 82

Enunciaremos algunos lemas utiles:

Lema 1.2.1 Sean «, B € C(a,b) tales que
b
/ (ah+BH)dx=0,Yh € C'(a,b),h(a) =0=h(b).
a

Entonces, 8 € C!(a,b) y B’ = a.

Lema 1.2.2 Sea o € C(a,b) tal que

b
/ ah' dx = 0,Yh € C'(a,b),h(a) = 0 = h(b).
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1 b
I Entonces, a es constante. Mds atn: o¢(x) = - / o(t)de.
a

Ahora estamos en posicién de enunciar el resultado principal:

Teorema 1.2.3 Supongamos L = L(x,y,z) de clase C!(a,b) y sea y = y(x) una solucién de (P).
Entonces,
s L,(x,y(x),) (x)) es de clase C'(a,b);
d
" Ly(xy(),y (%) = L, y(x),) (x),  Vx € (,b). (E-L)

(Ecuacién de Euler-Lagrange)

Demostracién. Seay € C'(a,b), busquemos condiciones necesarias para que y(x) sea solucién de (P).
Sea ¢ : R — R, tal que
¢ (1) = J(y+1h),

donde & es una perturbacion de y, es decir,
heC', h(a) =0, h(b)=0.
Como J(y) < J(y+th), Vr € R (al menos para |¢|"1)
—> ¢ tiene un minimo en ¢ = 0.

Ademis, ¢ € C! 1o que implica que ¢’(0) = 0. Notemos que

d
o'(t) = d—](y—Hh d/ny+thy+th)d

/ (x,y+th,y +th' Yh+ L, (x, y+thy—|—th’)h>d

De donde se deduce que
—0s / (%, 3,5 )i+ Ly(x, v,y )h’)dxz 0, Yh € C'(a,b), h(a) = h(b) =0

Utilizando el Lema 1.2.1 con & = Ly(x,y,y’) y B = L;(x,y,)'), obtenemos
d
u al‘z('xvyay/) € C((l,b)

iLZ, Vx € (a,b)

- Ly:dx

Obs.

d L
dx 7
= Las soluciones de (E-L) se llaman extremales.

Todo extremo de J es extremal, pero no todo extremal es extremo de J (sol. de (P)).
Como (E-L) es una EDO de 2do orden, se espera que las condiciones de borde determinen
un tnico extremal. En este caso, y si (P) admite solucidn, el extremal es la solucién de (P).

= Usualmente (E-L) se escribe: | L, =
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Veamos ahora las demostraciones de los Lemas 1.2.1y 1.2.2

Demostracion Lema 1.2.2. Sea h(x) = [ (a(t) —¢)dt, donde ¢ € R es tal que h(b) = 0, es decir

a

1 b
= t)dr.
c b_a/a a(r)

Notemos que
" h(a)=0
» a €C,loque implicaque i € C!
= Por hipétesis

b b
0:/ och’dx:/ alo—c)dx

/ab(a—c)zdx:/aba(a— )—c/ab(oc—c)

b
= / ah'dx— ch(b) = 0.

De esta forma obtenemos

Por lo tanto
o=c, Vx€ (a,b)

Demostracion Lema 1.2.1. Sea y(x) = [* a(t)dt. Claramente y € C'(a,b) y ¥ = «, remplazando en
la hipétesis, obtenemos

b b
(ﬁ:/(ah+ﬁﬁﬁh:i/(yh+ﬁﬁﬁu
a a
integrando por partes

b b
0:/ (ah+ﬁh’)dx:/ (—y+ B dx, Vh € C', h(a) = h(b) = 0.

De esta forma, utilizando el Lema 1.2.2, tenemos

_Y—'_ ﬁ = Cte)
lo que implica que:
» BcCl(a,b).
[ ] [))/ = ’)/ = .
|
m Ejemplo 1.3 Consideremos
L=/1+(y)?

observemos que Ly = 0, de esta forma (E-L) es

d
—L,=0
dx ’
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lo que implica Ly, = cte, es decir

/

Y

Ly—=—2
1+ (y')?

. =cte =y =cte

= y = a+ Bx, es una recta.

m Ejemplo 1.4 Estudiemos el problema

=0,y(1)=0
La (E-L) en este caso es
d
N2 /
= — 2

y =0 es solucién de (E-L) mas sus condiciones de borde (es la tinica).
Pero, si consideramos

y(x) = Ax*(1-x)?%,
con A constante, obtenemos
1
J0) = 7&/ A1 =241 - 202 dx,
0
de esta forma J(y) — —oo cuando A — —eo, lo que implica que no existe el minimo del problema

estudiado.

1.2.1 Algunos casos particulares

Obs. | Recuerdo notacién: Para L = L(x,y,z), denotamos

oL oL oL
Ly:=—, Lyi=—, Ly:=—.
ox YT dy y dz
d
E—-L)|L,=—L
(E-L)|L,= L

Veremos algunos casos particulares de la ecuacion de Euler-Lagrange
1. L= L(x,y"): El Lagrangeano no depende de y, utilizando (E-L) obtenemos

Ly (x,y'(x) = C*},

lo cual corresponde a una EDO de ler orden.
e L, es llamado momentum.
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2. L=L(y,y"): El Lagrangeano no depende de la variable independiente, se suele llamar el caso
autonomo y desde (E-L) se obtiene

L(y(x),y' (x)) =¥ (x)Ly (y(x),¥' (x)) = C",

lo cual corresponde a una EDO de ler orden.
e y'Ly — L es llamado Hamiltoniano.

3. L= L(x,y): En este caso, L no depende de y" y (E-L) corresponde a

Ly(x,y(x)) =0}

lo cual no es una ecuacion diferencial.
Veamos como obtener el caso auténomo. Consideremos el Hamiltoniano, asociado a una solucién
de la ecuacién (E-L), esto es

H(x) == (x)Ly (y(x),Y (x)) = L(y(x),y (x)),

donde y es solucién de (E-L), veamos que H es constante, para ello lo derivamos respecto de x

d. dy,
H= (YL, -1)

dx dx
d
_ y// Ly/ _|_y/a Ly/ _ Lyy' _ Ly/y"
()
RV Ly
— ()7

por lo tanto H = C™.

= Ejemplo 1.5 L = /1 + (y')?, el Lagrangeano del camino mas corto, este es auténomo, de lo que se
deduce que el Hamiltoniano es constante, es decir

H=yLy—L

:L_ 1+ ()2

VI+0)?

-1

14+ ()?

te

1.2.2 Generdlizacién a » funciones
Sea L: R x R" x R" — R. Entre todas las curvas y; : [@,b] — R de clase C' Vi = 1,...,n, tales que

vila)=yh, yi(b)=y\,i=1,...,n,

encontrar minimos (locales) del funcional

b
J(V1y-evsn) :/ LY Yy Ve e V) A
a
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Escribamos:

minJ (y1,...,¥n)
(Pn){ y i i
)’i(a) :)’07)’i(b) =y,i=1,...,n

= Ejemplo 1.6 Este caso se aplica, por ejemplo, a curvas vectoriales. Una curva en R?, o(t) =
(x(¢),¥(t),z(t)), con condiciones iniciales y finales

X0 X1
ola)=1| y |, c)=| »n
20 <]
n
Lema 1.2.4 Si (yy,...,y,) es unasolucién de (B,), entonces es solucion del sistema de n ecuaciones

de E-L:

d :
Lyi:%Ly;, Vi=1,...,n

Demostracion. Sea ¢(t) :=J(y1 +thy,...,yn +thn) €C!, ¢ :R—Resdeclase C' (si L € C!), donde
h; € C! tal que h;(a) =0 = h;(b),Vi=1,.

Si y1,...yn es solucién de (B,) entonces ¢> tiene minimo en ¢ = 0, y como es diferenciable, tenemos
¢’(0) = 0. Calculemos la derivada de ¢

b d
(1) :/ zL(x7yl Fthi, e, yn +thy, Yy +thy, ...y, +th])dx
/ y X y1+th17 ayn+thn,y,1+th,17"'7y:l+th:l)'hi
+Ly;(x,y1 Fhy e Yo tha Yy +thY, Y 1) 'hﬁ)dx

de esta forma ¢’(0) = 0 es equivalente a

/ y, -xyh 7yn7y/17"'7y;1)'hi+Ly§(x7y17"')ynay/l)"‘vy;)‘h;>dx:()7
para todo h; € C! h'( )=hi(b)=0,Vi=1,...n.
Para j = 1,...,n tomamos /; == 0 cuando i # j, obtenemos

b
/a (Ly i+ Lyl )dx =0, Vi € Cloiy(a) = hy(b) = 0.

Finalmente utilizando el Lema 1.2.1, tenemos
= Ly € c'.,Vj=1,...n

. Ly ALy Nj=1,.n
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1.3 Exiremos variables (intervalo fijo)

Sea la siguiente variacién del problema bdsico del Cdlculo de Variaciones (P)

y() Y0, (b) libre (y(b) R).

En este caso no se conoce el valor de y(b), por lo tanto es parte de lo que se trata de encontrar, de
modo de minimizar el funcional J.

Teorema 1.3.1 Las condiciones necesarias para una solucién y de (P') son
d L,
Ly= dx
Ly li=p =0 (Condicion de borde natural)
+y(a) =yo

Demostracién. Sea'y solucién de (P') y sea ¢(t) = J(y+1th), donde h es una perturbacién de clase C!
tal que A(a) = 0.
Si repetimos los pasos realizados en los casos anteriores:

0@/ (6,3, )+ L, (x,y,y )h’)a’x:07 Vh e C(a,b), h(a) =0, (1.1)

tomando funciones £ tal que 2(b) = 0, por el Lema 1.2.1, tenemos Ly € C Iy

d
(E-LyLy =~ Ly

Integrando por partes (1.1)
b d b 1
/ (2~ aLy/)hdx—l—Ly/h]a —0, VheC! h(a)=0.
a
utilizando la ecuacién de (E-L) y la condicion A(a) = 0, obtenemos

Ly (b,y(b).y (b))h(B) =0, VheC',h(a) =0,

lo que implica

Lyl(bvy(b)vyl(b)) =0.

(Qué condiciones se encuentran si y(a) es libre e y(b) fijo? ;Si ambos extremos son libres?
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I Ejercicio 1.1 Encuentre las condiciones necesarias para estos casos. n

= Ejemplo 1.7 Considere L = /1 + (y')? el Lagrangeano asociado al camino mds corto. Ahora
buscamos el camino mds corto, pero con y(b) libre, esto es el camino mds corto desde un punto (a,y(a))
hasta la recta vertical x = b.

La ecuacion de (E-L) implica que las soluciones son rectas, veamos la condicién de borde natural,
es decir

14 (y')?

es decir, la recta horizontal. n

Ejercicio 1.2 Encuentre la solucién asociada a minimizar la distancia entre dos rectas verticales
x=ayx=bconay b fijos. =

Exiremos (del intervalo) variables

Consideremos una generalizacion de los problemas vistos en las secciones anteriores:

(Pé) man /ny7
y() yo, blibre, y(b) libre.

Nos interesa encontrar condiciones necesarias para una solucién y de (Péf).

b+tAx
Sea ¢(1) = / L(x,y+th,y +th')dx.
a

Obs.

b es una incégnita del problema.

¢ :R — ResC!y tiene un minimo en 7 = 0 (¢'(0) = 0).

Ax € R (pert. de b), h € C', h(a) = 0 (pert. de y).

Para trabajar en el [b,b +tAx], se extienden y y & linealmente.

Extensién lineal x > b: y(x) = y(b) +y'(b)(x — b)

b+tAx
0(1) = / (Ly(x, y+th,y +th)h+ Ly (x,y+th,y —i—th’)h’) dx
a

+L(x,y(x) +th(x),y (x) +th' (x))

x=b-+tAx

de esta forma obtenemos

b
0'(0) = [ (L ey, () + Ly (1,53, ()W ) v+ L(b. (). () Ax

b d
-/ (L= 2Ly Jhdx+Ly

b)—i—L’be
-0,
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en particular si tomamos Ax = 0 y h(b) = 0 obtenemos

d
1
Ly’ € C 5 /\ Ly - aLyl .

Observamos que dada una perturbacién en la vertical Ay, esto debe implicar un valor de h(b),
observemos que se debe cumplir

y(b+1tAx) +th(b+tAx) = y(b) +tAy+o(t),

donde lim;_.¢ @ = 0. Utilizando que y, h fueron extendidos de forma lineal, obtenemos

y(b) +y (b)tAx +th(b) +1*1 (b)Ax = y(b) +tAy +o(t),

de esta forma a orden ¢, obtenemos
¥ (b)Ax +h(b) = Ay.

Remplazando i(b) = —y'(b)Ax+ Ay, en la expresién de ¢’(0), obtenemos
b d
0'(0) = / (Ly - d—Lyr>hdx+Ly/Ay+ (L=y/Ly)| Ax=0,
a x

de esta forma podemos concluir el siguiente resultado

Teorema 1.4.1 Las condiciones necesarias para una solucion y de (Pé) son

d
Ly - aLy/
Ly’ |x:b =0

(L=YLy)l=p=0

+y(a) =yo

1.5 Variacién general

Un problema mds general serfa:

b
minJ(y) = / L(x,y,y')dx
(Pg) Jec! ) , (x,3,))
alibre, y(a)libre, blibre, y(b) libre.
b+1Axy,
Tomando ¢ (1) = / L(x,y+th,y +1th")dx, y siguiendo las ideas expuestas en el caso anterior
a+tAx,

se obtiene se obtiene

b d - =
0'0) = [ (L= JLy)hde s (L—yLy) A 7+ Loby]
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Obs. Laexpresion de ¢'(0) se llama Variacion general del funcional J y se suele anota 8J.

Obs. Desde la Variacion general podemos obtener las condiciones para:

= El problema (P) (el més simple) que tiene extremos fijos, se recupera cuando tomamos
Ax=Ay=0
= El problema (P') b fijo pero y(b) libre, esto se recupera cuando Ax =0y Ay € R, lo que

implica Ly = 0

Ahora estamos en posicién de enunciar el siguiente resultado

Teorema 1.5.1 Las condiciones necesarias para una solucioén y de (P,) son

d
Ly == EL)/

Ly/ ’x:a = Ly’ |x:b =0

(L_y/Ly’)’x:a = (L_y,Ly’)|x:b =0

1.5.1 Extremos sobre curvas
Sea ¢ : R — R de clase C'. Consideremos

b
minJ :/Lx,,’dx
@)yw(w [ L(xy.Y)
y(a) =yo, y(b)=@(b), blibre.
En este caso b es una incégnita y ¢ es un dato del problema. Observemos que
Ay = ¢'(b)Ax.

Entonces, utilizando la Variacion general, podemos enunciar el siguiente resultado

Teorema 1.5.2 Las condiciones necesarias para una solucién y de (P,) son

d
Ly == EL)/

Condicion de transversalidad
(L+ (@' =Y)Ly)|x=p =0

y(a) =yo

Demostracion. Remplazando Ay = ¢'(b)Ax, en la variacién general de J, obtenemos

b d
8= [ {1y S m et (L-yLy)A L0/ 0,

Imponiendo que 8J = 0y utilizando que / y Ax son arbitrarios, se concluye el resultado. |
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» Ejemplo 1.8 Distancia minima entre un punto y una curva ¢ dada.

Consideramos
L= \/ 1+ (yl)Z’

desde la condicién de E-L y observando que L no depende de y, obtenemos

L_y/Ly/ — Cle’
1 _ (e
+0)?

lo que implica que y’ es constante, es decir, y es una recta y(x) = Ax+ B.
La condicién de transversalidad en x = b corresponde a

esto es, que la recta y que parte desde (a,yp) es perpendicular a ¢ en el punto x = b.

Extremales quebrados
Consideremos el siguiente problema:

I Ejercicio 1.3 Tratar de encontrar la solucién asociada a la ecuacién de E-L para el problema (P). =

Observemos que inf(P) > 0, dado que J(y) > 0,Vy € C'.

I Ejercicio 1.4 Encontrar una familia (ye) C C' tal que h’n(l)J(yg) — 0.
E—

Observemos que J(y) = 0 para

= 0,-1<x<0
() = x0<x<l1,

la cual tiene una “esquina” en x = 0.

Una funcién es C' ([a, b]) por pedazos si es continua en [a,b], y es C' salvo en a lo mds un nimero

~ finito de puntos.

Buscaremos condiciones necesarias para las soluciones de:

b
(py ) mind0) = [ Ley)ar

y(a) = yo, y(b) = y1, y es C! salvo quizds en algiin c € (a,b).
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Obs.
= El valor de ¢ es una variable del problema.
= Un extremal C' por pedazos se llama extremal quebrado.

Buscaremos un extremal quebrado solo en un punto c. Asi, podemos descomponer nuestro funcional
como

10 =500 = [ Lesaat [

y calcular 6J = 8J; + 0J>.
El funcional J; tiene el extremo inicial x = a fijo, pero el final x = ¢ es libre. Luego, su variacién
general serd

x=c~ Ax+ Ly,

¢ d
81 = / (Ly = Ly )hdx+ (L=)'Ly) x=e-B-

El funcional J, tiene libre el extremo inicial x = ¢ y fijo su extremo final x = b, por lo que la variacién
general estd dada por

b d
8.1 :/ (Ly—ELy/)hdx— (L—y'Ly) Ay.

xzc*Ax o Ly, x=ct
Notemos que, como y es continua en x = ¢, las perturbaciones Ax y Ay en x = ¢ con las mismas
paraJy y Js.
De esta forma, estamos en condiciones de enunciar el siguiente resultado para extremos quebrados

Teorema 1.5.3 Las condiciones necesarias para una solucién y de (P) con una esquina en x = ¢ son

d d
gy = aLy/ en(a,c), L,= ELY' en (c,b)

Ly’ |x:c’ = Ly’ |x:c+a (L - y/Ly’) |x:c* = (L - y,Ly’) ‘x:fr

Condiciones de Weirstrass-Erdmann

y(a) = yo, y(b) = y1.

Demostracion. De 6J = 8J; 4+ 0J, = 0, encontramos:

¢ d b d
8J:/a (Ly—al,y/)hder/c (Ly—aLy/)hdx

+((L=YLy)| o = (L=YLy)| ) A (Ly|, . —Ly

xX=c~ y

)AyzO,

x=c x=ct

0.

para todo Ax, Ay € R y para todo 4 de clase C! por pedazos tal que h(a) = 0, h(b) =
= h(c) = 0, deducimos

En particular, si Ax = Ay = 0, h € C'(a,b) con h(x) =0, Vx € [c,b] y h(a)
que (Lema 1.2.1)

d
L,= aLy/ en (a,c)

Si Ax =Ay =0, h € C'(a,b) con h(x) = 0,Vx € [a,c] y h(c) = h(b) = 0, deducimos que (Le-
ma 1.2.1)
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d
L,= aLy/ en (c,b).
Remplazando en la variacién general, obtenemos
((L - y/Ly’) x=c— (L - ylLy/)

de donde se deducen las condiciones de Weirstrass-Erdmann. [ |

x:c*) Ax+ (Lyl

—Ly|,_..)Ay=0,VAx,Ay e R,

X=cC

= Ejemplo 1.9
min [/ 170+ 1)
y(yO) i 0, y(4) =2, y teniendo a lo mas una esquina.
En este caso L = (y' — 1)2(y' 4 1)? es solo funcién de y’, lo que implica
Ly=C"
Esto nos dice que y' es constante en cada region, es decir

(x) = Ax+B, x€(0,¢)
Y=Y cx+D, x € (c,4).

I Ejercicio 1.5 Determinar A, B, C, D'y c con las condiciones de Weierstrass-Erdmann y de borde. =

I Ejercicio 1.6 Resolver si se permiten 2,3 6 N esquinas en la solucién. C

1.6 Variables y ecuaciones candnicas de Euler-Lagrange

Habiamos definido el momentum Ly y el Hamiltoniano y'Ly — L.
Denotemos:

p(x):=Ly(x,y,y') |y|H(x,5,y',p) := py' —L(x,y,)")

b
Siy es un extremal de J(y) = / L(x,y,y’) dx, entonces es solucién de E-L.
a

Teorema 1.6.1 Si y es solucién de E-L, entonces y es solucién de funcién del Hamiltoniano:

yl = Hpa pl = _Hy

Ecuaciones candnicas de Euler-Lagrange

Obs.

Las variables y y p son llamadas variables candnicas.

Estas ecs. también son llamadas Ecuaciones candnicas de Hamilton (1835)
Si L no depende de y, entonces p es constante a lo largo del extremal.

Si L no depende de x, entonces H es constante a lo largo del extremal.
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1.6.1 Una interpretacion fisica
Consideremos el movimiento de una particula de masa m:
» Posicién descrita por g(1) = (x(¢),y(t),z(t)), t > 0.
= Bajo la accién de una fuerza F conservativa: F = —VU.
» U =U(q) es el potencial.

Las ecs. de movimiento de Newton:

d

o mg) = ~vU(g)

Pregunta: ;Se podran recuperar las ecuaciones de movimiento como un problema de optimizacion?
En particular, ;usando el Célculo de Variaciones?
SeaL=T — U, donde

1
n 7= Em()'c2 +y% +2?) (Energfa cinética).
» U =U(x,y,z) (Energia potencial).
T T
Las ecuaciones de E-L para J(x,y,z) = / Ldt = / (T —U)dt (Accion) son:
0 0

d
E x — Li, EL)" = Lyv ELZ = Lz

d d d

— (mx Uy, —(my U, —(mz)=-U

: ( ) X dr ( y ) y dt ( ) z

Obs.
= Las ecs. de movimiento de obtienen como extremales de J (Principio de minima accién de
Hamilton).
» H=¢ L;—L=m|¢>~T+U=T+U=E.
I Ejercicio 1.7 Extender esta formulacion a un sistema de n particulas. n

1.7 Problemas isoperimétricos

Un problema relevante en el calculo de variaciones es el denominado problema isoperimétrico,
que consiste en maximizar el drea encerrada por una curva, de largo dado. Un ejemplo de este tipo de
problemas seria:

b
min — x)dx
min— ["5(x)

ww—my@—a‘[ L+ /() 2dx = L.

Este es conocido como el problema de Dido.

Veamos un marco general, consideremos los funcionales:
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/ny, )dx, K(y /ny,

Consideremos el siguiente problema con restriccién:

(p.>{;2zf%f<>
" y(a) =yo, y(b)=y1, K(y) =«

Teorema 1.7.1 Siy es una solucién de (P;,) tal que no es un extremal de K(y), entonces existe
A € R tal que y es un extremal de

[ (03 - 26003))

es decir, es solucion de:

Ly— %Ly,—x(c;y— %Gy/) =0

A: Es llamado Multiplicador de Lagrange.

Demostracion. Sea y(x) un minimo local del (P,), € > 0 pequefio y consideremos una direccién
factible, es decir, i € C(l) (a,b) tal que,

K(y+th) =0 = K(y),Vli| < e,

Por lo tanto
SK(y)[H] = 0.

Y dado que y(x) es un minimo local, tenemos que 8J(y)[h] > 0.
Si consideramos el conjunto

W= {(u,v) € R?|u=8J(y)[h],v = SK(y)[h], Yh € Cj(a,b)} .

Tenemos que W es un sub espacio vectorial de R?, y (—1,0) ¢ W, pues si estuviese, existirfa /g €
Cl(a,b), tal que —1 = 8J(y)[ho] <0y 8K(y)[ho] = 0, con lo cual tendriamos que & es una direccién
de descenso para el problema y contradice, que y(x) sea un minimo local.

Con lo cual W no puede ser todo R?, de esta forma existe (a, ) € R?\ {0}, tal que

((5)(4))=0 vwnew.

adJ(y)[h] +BSK(y)[h] =0, Vhe Chla,b).

es decir,

Si a =0, tenemos que K (y)[h] = 0, Vh € C(a,b), o cual no puede ser, pues y(x) no es un extremal
de K, con lo cual & # 0, y denotando por A = g, se obtiene el resultado. [ |
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Volvamos al ejemplo:
L=—y, K=1/1+(y)%

De esta forma, el nuevo Lagrangeano es

L= —y+4,/14+ ()2,

y la ecuacién de E-L corresponde a

d
By P )}
dx \/1+(y')?
Integrando con respecto a x, obtenemos
y/
—x+A =C.
+()?

Despejando y’ e integrando con respecto a x, podemos obtener

y==+4/A?2—(x+C)+D,

donde D es la constante de la integracion. Asi, obtenemos que y es solucién de
(y=D)*+(x+C)? =2,

es decir, una circunferencia de centro (—C, D) y radio |A|, los cuales es posible obtener mediante las
condiciones en los extremos y el largo de la curva.

Condiciones de segundo orden

En esta parte, deduciremos condiciones necesarias y suficientes, de segundo orden para la existencia
de soluciones de

b
min J(y):= [ L(x,y(x),y'(x))dx,
P sa. /

y(a) =yo, y(b) =y1.

Segunda variaciéon de un funcional

Para esto introduzcamos el concepto de segunda variacién de un funcional J, definido en un e.v.n.
Supongamos que
JO+h) =J() + @1 (v)[] + e2(0) ] +o(|IA]]?),

donde
» ©;(y)[h] es un funcional lineal en A (8J(y) = @1 (), es la variacién de J).
» (y)[h] es un funcional cuadrético en A, es decir, @2(y)[h] = A(h,h), donde A es un funcional
bilineal (llamaremos §%J = ).
« ol[[1IP)/[14]]> = 0, cuando [J1] = 0.



1.8.2

1.8 Condiciones de segundo orden 21

Teorema 1.8.1 Siy es un minimo (maximo) local de J, entonces §2J(y)[h] > 0 (< 0), para todo &
admisible.

I Ejercicio 1.8 Hacer la demostracion. "

Teorema 1.8.2 — Condicion suficiente de segundo orden. Sea y tal que:
= 8J(y)[h] =0, Vh admisible.
= 3k > 0, tal que 62J(y)[h] > k||h||>, Vh admisible.
Entonces, y es un minimo local de J.

I Ejercicio 1.9 Hacer la demostracion. "

En nuestro caso, si definimos ¢ (1) = J(y+th), obtenemos

b
o'(t) = / (Ly(x,y+th,y’ +th")h+ Ly (x,y+th,y +th’)h’>dx,

b
0" (t) = / (Lyy(x, y+th,y +th)h* 4+ 2Ly (x,y +th,y +th' )ik + Ly (x,y +th,y’ +th’)(h’)2>dx,

FI0I = 30" = 3 [ Ly WP+ 2L+ Ly 1)
Integrando por partes y usando que h(a) = h(b) = 0, obtenemos
d
2 2 2
8°J(y 2/ <Ly R+ aLyy,)\hy )dx
con lo cual, si definimos P = fL 'y Q= ( ;’L}y) obtenemos la férmula de la segunda

variacion:

b
I = [ (PIHP+0lhP) d

a

Condicién necesaria para extremos de J

b
Lema 1.8.3 Si / (P|W|* + Q|h|*) dx > 0, para todo h € C}(a,b), entonces P(x) > 0 Vx € (a,b).

a

Demostracion. Por contradiccion: supongamos que Jc € (a,b), tal que P(c) < 0. Por conveniencia,
supondremos que P(c) = —2f3, para algtiin § > 0. Como P € C(a,b), Ja > 0 tal que

P(x) < =B, Vxe(c—a,c+a).

Sea € € (0,1), y consideremos

{ sen? (”(x_c)> , XE(c—ea,c+en)
0, ~
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I Ejercicio 1.10 Verificar que he € C'(a,b) y he(a) = he(b) = 0. .

De esta forma, remplazando /¢ en la segunda variacién, obtenemos
b
0 g/ (P|h’£|2+Q|h£]2)dx

_/CJFw ( 32a2 " en? <2n(ga_ c)> +Q(x)sen* <7r();;c)>> dx

2 c+ea 2 _

€202 Je—ea
7172

1
=—B—— ga/_lsen2(27ry)dy+28a||QHL°°

202

n?
=—f—+2¢ex >,
B g t2EalQll

L . : - 2
lo cual es una contradiccién, dado que si tomamos € suficientemente pequefio, obtendremos —f3 7 +

2ea||Q||~ < 0. |

Con el Lema 1.8.3, deducimos el siguiente resultado

Teorema 1.8.4 — Condicién necesaria de Legendre. Si y(x) es un minimo local de J, entonces

en cada punto de la curva y(x).

Obs. Pregunta natural: ;Serd L,y > 0 una condicion suficiente para minimo de J?

Ejercicio 1.11 Obtenga un extremo y verifique si se cumple la condicion de Legendre

1
= [Vi+Res o =0, (=1
0

. J(y)=/01(2—3y|y’|2)dx, y(0)=0, y(1)=1.

Ecuacion de Jacobi y puntos conjugados

Es natural suponer que una condicién suficiente para minimos de J, es Ly, > 0, pues podriamos
pensar que esto implica que §2J sea definido positivo.

m Ejemplo 1.10 Consideremos el siguiente funcional a minimizar

J(y) = /()27T(|y’|2 —y?) dx,

con las condiciones de borde y(0) =0, y(27) = 0.
De la ecuacién de E-L obtenemos: y” +y =0

= y(x) =Asin(x), AeR.
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L=250)

2m 2
J(Asen(x)) = AZ/O (cos2 (x) —sen? (x)) dx= AZ/O cos(2x)dx = 0.

Por otro lado, obtenemos que

2
Pero J <x — ﬁ) < 0 (gjercicio). Es decir, la condicién de Legendre es s6lo necesaria. Mds atn, Ly >0

no es suficiente.

La idea es buscar condiciones para que 2J(h) sea definido positivo:

8%J(h) >0, YheC'(a,b),h(a)=0,h(b)=0,h#0.

Asumiremos la condicién “natural”: Ly > 0 en [a,b].
Recordemos que

b
§2J(h) = / (P(H)? + Oh?) dx,
donde P = 3Ly, Q= 3(Ly—“L,s) y h € C'(a,b) tal que h(a) =0 = h(b).
Notemos que para cualquier w € C!(a,b) tenemos:
b d b
0= / a(whz) dx = / (W'h? +2whh') dx.
Entonces:
b b
8% (h) = / (P(H)? + Oh*) dx = / (P(H)? +2whh' + (Q+w)h*) dx

Si w es solucién de P(Q +w') = w:
wh

82 (h) = /bP<h’ + ?>2dx >0, VheC'(a,b),h(a)=0,h(b)=0.

Con lo cual tenemos

Lema 1.8.5 Si P(x) >0, Vx € [a,b] y existe w € C'(a,b) solucién de la ecuacién de Riccati

PO+w)=w?| (R)

en todo [a, b]. Entonces §2J es definido positivo.

Demostracién. Dado que existe w solucién de (R), obtenemos que 52J(h) > 0, pues como se vio antes
se tiene

b 2
827 (h) = / P(h’ + W%‘) dx>0, VheC'(a,b),h(a)=0,h(b)=0.

Lo que nos falta verificar es que es estrictamente positivo, salvo si 2 = 0. Supongamos que
82J(h) = 0, lo que implica que /' + %h = 0. Como h(a) = 0, entonces h = 0, lo cual nos dice que

8%J(h) >0, VYheC'(a,b),h(a)=0,h(b) =0, h#0.
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Obs. | Puede pasar que (R) no admita solucién en todo el intervalo [a, b].

= Ejemplo 1.11 Consideremos P =1y Q = —1. En este caso, (R) corresponde a w' = w? + 1, cuya
solucién estd dada por w(x) = tan(x — ¢), la cual explota si b —a > . .

(Como aseguramos que (R) tenga solucién en [a, b]?
ul

Si consideramos un cambio de variable w = —— en (R), obtenemos que la nueva variable u, es
u

solucién de

—(Pu')' +Qu=0| (J)

La igualdad (J) se conoce como la ecuacién de Jacobi asociada a J(y).

Conclusion: Si (/) admite una solucion u tal que u(x) # 0, Vx € [a, b], entonces (R) tendrd solucién
en [a,b].
Con lo anterior tenemos

Lema 1.8.6 Si P(x) >0, Vx € [a,b] y existe una solucion de la ecuacién de Jacobi u(x) que no se
anule en [a, b]. Entonces 6%/, es definido positivo.

El andlisis anterior motiva la siguiente

Definicién 1.8.1 d # ¢ se dice conjugado a ¢ con respecto a J(y), si la ecuacion de Jacobi (J) tiene
una solucién u # 0 tal que u(c) = 0 = u(d).

Con esta definicidn, probaremos el siguiente resultado

Lema 1.8.7 Si [a,b] no tiene conjugados a a, entonces la ecuacion (J) admite una solucién u(x) # 0,
Vx € [a,b].

Demostracion. Consideremos u la solucion de

—(Puy)' + Que =0,
con condiciones iniciales ug(a) = € y uj(a) = 1. Dado que a no tiene conjugados en [a,b] (notar
que up(a) = 0, up(a) = 1), esto implica que up(x) > 0, Vx € (a,b]. Utilizando la continuidad de las
soluciones de (J) con respecto a la condicién inicial, concluimos que existe € > 0 suficientemente
pequeiio tal que ug(x) > 0, Vx € [a,b]. [ |

Como conclusién del Lema 1.8.7 anterior, obtenemos

Lema 1.8.8 Si P(x) > 0, Vx € [a,b] y el intervalo [a, b] no tiene conjugados al punto a con respecto
a la ecuacion de Jacobi, entonces 52/ es definido positivo.

Sin embargo, el hecho de que §%J sea definido positivo no es suficiente para asegurar que un
extremal es minimo de J.
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1.8.4 Condiciones suficientes para exitremos de J

Determinaremos condiciones suficientes para que un extremal del problema

b
inJ :/L,,’dx
(P) ;Iencrll (y) ; (xy)’)

y(a) =yo, y(b)=y1,

sea solucidn.
Primero consideraremos el siguiente resultado

Lema 1.8.9 Si P(x) >0, Vx € [a,b] y el intervalo [a, b] no contiene conjugados a a, entonces existe
¢ > 0 tal que

/ b(P(h’)2 +On)dx>c / b(h’)zdx Vh e Cl(a,b),h(a) = 0,h(b) = 0.

Obs.

= De hecho, probaremos que la desigualdad es estricta si & Z 0.

Demostracion. Vamos a demostrar que el funcional cuadraitico

K(h) := / ’ ((P— )7+ 0n)ax,

es definido positivo para algiin 0 < a’1 constante. Verifiquemos que K cumple las hipétesis del Lema
1.8.8.

1. Tomamos ¢ > 0 tal que P — a > 0 en [a, b]. Basta escoger o < %ml’nxe[mb] P(x).

2. Debemos verificar que —((P— ot)u’)’ + Qu = 0 admite una solucién u Z 0 en [a, b]. Esta ecuacién
es la ecuacion de Jacobi asociada a K (k). Como [a, b] no tiene conjugados a a, por el Lema de la
clase anterior

—(Pu') +Qu=0,

tiene una solucién u > 0 en [a, b]. De esta forma si o es suficientemente pequefio, entonces por
continuidad de las soluciones de la ecuacién de Jacobi con respecto a los parametros (en este
caso con respecto a P), podemos garantizar que existe una solucion u de la ecuacion de Jacobi
asociada a K(h) tal que u > O en [a, D).

Asi, por el Lema 1.8.8 concluimos que K (/) > 0. Lo que concluye el resultado. |

Ahora estamos en posicién de probar el resultado principal:

Teorema 1.8.10 — Condiciones suficientes para minimos locales. Sea y(x) admisible para el
problema (P), tal que:

= y(x), es un extremal, es decir, es solucién de L, — d%Ly’ =0.

= Lyy(x,y(x),y'(x)) >0, ¥x € [a,b] (condicién de Legendre).

= El intervalo [a, b] no tiene conjugados de a (con respecto a la ecuacién de Jacobi asociada).
Entonces y(x) es un minimo local de J.
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Demostracién. Dado h € C'(a,b) tal que h(a) = h(b) = 0, debemos probar que
AJ:=J(y+th)—J(y) >0, V|t|'1
Consideremos ¢ (t) := J(y+1th). Tenemos
A = ¢/ (0) + %¢”(0)t2 +o(2),

Sabemos que ¢'(0) = 0, pues son las condiciones de primer orden (E-L).

‘P/l/( )

El error estd dado por o(t?) = *—-¢3, donde 7 € (0,¢). Veamos la tercera derivada de ¢:

b
9" (1) = /a (Lyyyh3 + 3Ly W1 4 3Ly h(H')? + Lyryry (h/)3>a
de donde podemos obtener
b
o(?) = 12 / (P(x,7.0) ()2 + Q(x.7,1)h?) dx,
donde P, Q — 0 uniformemente cuando ¢ — 0, y obtenemos
b b, _
A =12 / (P2 + Qlh[?) dx+ 12 / (P12 +00)?) dx

donde P = 1Lyy y O = 3(Ly — %Lyy/). Usando la desigualdad de Poincaré en h o, de forma mas

explicita,
b b X 2
/ hPdx = / ( / h’(s)ds) dx
//mz/ (K (s))*dsdx

< / (x—a) / (H (s))dsdx
< O [0,

obtenemos ) ( )
AJ _ b—a
= 2/ (P]h/|2+Q|h\2)dx—<HP||°<,+

a

_ b
oo> / AR
a

Si denotamos por € = ||P||o + @ |Ql|- y usando el Lema 1.8.9 podemos observar:

b
2> (0*8)/[, W 2dx,

con ¢ > (. Notamos que € — 0 cuando ¢t — 0, por lo que para ¢ suficientemente pequefio podemos
garantizar que
J(y+th) > J(y),

lo que concluye la demostracién. |
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m Ejemplo 1.12 Volvamos al Ejemplo 1.10:
2
I6) = [Py 5(0) =0, y(2m) =0,

Sea Ja(y)Z/oa(ly’lz—yz) dx, »(0)=0, y(a)=0.

y los extremales son de la forma

‘y(x) = Asin(x) + Bcos(x),A,B € ]R‘

(Para qué valores de a > 0 podemos asegurar que un extremal sea un minimo de J,;?
En este caso la ecuacion de E-L es y” +y = 0. Por otro lado, como P = 1y Q = —1, la ecuacién de
Jacobi asociada a J es
' +u=0.

Si consideramos condiciones iniciales u(0) = 0y ’(0) = 1, obtenemos como solucién u(x) = sen(x),
la cual no se anula en (0,a] si a < 7 ([0,4a] no contiene conjugados a 0 si @ < 7). Con esta condicion, si
resolvemos la ecuacién de E-L con las condiciones de borde, por el Teorema 1.8.10 obtenemos que
y =0 es un minimo local de J,. "

I Ejercicio 1.12 Verifique que si escoge y(x) = x(a —x), entonces J,(y) >0sia<m .

Obs. Algunas observaciones
= La ecuacién de Jacobi asociada a J(y):

—(Pu') +Qu=0

corresponde a la ecuacién de Euler-Lagrange de 62/ (h). Sin embargo, nuestro andlisis no
busca los extremos (ni extremales) de 827 (h).

= Vimos que la ausencia de conjugados a a en el intervalo [a, b] es una condicién suficiente
para que §2J(h) sea definido positivo. De hecho, es también una condicién necesaria:

Teorema 1.8.11 Si P(x) > 0, Vx € [a, b], entonces:

/b(P(h’)2 +Qh*)dx >0, VheC'(a,b),h(a)=0,h(b)=0,h%0.

a

(82J(h) es definido positivo) si y sélo si el intervalo [a,b] no contiene conjugados a a.







(2. Control y Estabilizacion de Sistemas Lineales

2.1 Controlabilidad

Consideremos el sistema lineal

X(t) = A()x(t)+B(r)u(t), t€(0,T),
(L){ x(0) = xo,

donde
» A€ L”(0,T,R™") y B e L(0,T,R™™M).
» x(t) € R" es el estado del sistema.
= X es la condicion inicial.
» ucL”(0,T,R™), es el control (m < n)
En general podriamos considerar U C R™ y u € L*(0,7,U).
Una solucién de (L) es una funcién continua x : [0,7] — R” tal que

x(t) =xo —l—/ol (A(s)x(s) —i—B(s)u(s))ds, vt € [0,1].

Obs. | Bajo nuestros supuestos (L) tiene una tinica solucion. Por supuesto, la solucion de (L) depende de
u, por ello, la anotaremos como x, () cuando sea necesario marcar esta dependencia.

Definicién 2.1.1 — Controlabilidad. El sistema lineal (L) es controlable (en tiempo T') si para
todo xp,x; € R", existe u € L*(0,T,R™), tal que la solucion x,(r) de (L) asociada a u satisface
xu(0) = xo y xu(T) = x1.
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Otra forma de ver la controlabilidad es definiendo el conjunto de los alcanzables o accesibles desde
Xo en tiempo T, es decir

Accy(xo,T) := {xu(T)

X, solucién de (L) con condicidn inicial xg
y control u € L*(0,7,U) '

De esta forma, (L) es controlable < Acc(yo,T) = R".

Recuerdo:
Utilizando la férmula de variacién de pardmetros, podemos caracterizar a la solucién de (L) como

t
(1) = R(t)x0 + / R(R™(5)B(s)u(s)ds,
0
donde R = R(t) € R™*" es la matriz resolvente del sistema homogéneo x’ = A(¢)x:

R'(t) =A()R(t), t€][0,T],
{ R(0) = Luxn.

. fo
Obs. |SiA es constante, entonces R(t) = ¢ := A

2.2 Caso autbnomo

En este caso, consideraremos que A y B son matrices independientes del tiempo. Por lo tanto

R(t) =ely .
x(T) = e™xp —|—/ e T=DABu(1) dr.
0

Lema 2.2.1 El sistema (L) serd controlable si y s6lo si
®:L7(0,T;R™) - R"

T
ur d(u) = / eTABy(r) dr
0

es sobreyectiva.

Demostracion. En efecto si @ es sobreyectiva, dados xg,x; € R”, existe u € R™ tal que
®(u) = x1 —R(T)xo,

lo que implica
x(T) =R(T)xo+ D(u) = xy,

y por tanto (L) es controlable.
Seay € R". Si (L) es controlable, existe u tal que con x(0) =0y x; =y, se tiene

y=x(T)=R(T)0+®(u),

lo que implica que P es sobreyectiva. |
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Gracias al Lema 2.2.1, debemos buscar condiciones sobre A y B para que & sea sobreyectiva.
Para continuar necesitamos el siguiente resultado:

Teorema 2.2.2 — Cayley-Hamilton. Sea A € M,,,(R). Entonces ps(A) = 0, donde
pa(A) =det(AI —A) es el polinomio caracteristico de A.

Demostracion. La demostracion de este resultado escapa a los alcances de este curso, de todas formas
ofrecemos una descripcién de los pasos a seguir para poder probarlo utilizando herramientas del anélisis
complejo:

» Primero, hay que probar que si |z| = r > ||A||, entonces

—1 _
EVIEDY e
k=0
y esta convergencia es uniforme.
» Luego debemos probar

1
Ak = ﬁj{ Zk(ZI—A)ile.
e

1
27i

= Concluir que
pr( )(el —A)dz.

= Demostrar que existe una matriz B(z), tal que (z/ —A)B(z) = pa(z)I, donde B(z) tiene coeficientes
que son polinomios en z.
= Concluir que

pa(A) =

pa(A) = L]{ B(z)dz=0.

2rwi Jc
[ |

Para encontrar las condiciones sobre A y B para que ® sea sobreyectiva, hagamos un célculo formal:

P(u) = /OT e T=DABu(1)dr
_ /T y a=y - D' giBu(t)r
0> b

:/T (nz:l(T—' +Z ))dl
0 \i=o ¥ i>n

Utilizando el Teorema de Cayley-Hamilton, se tiene que existen coeficientes {a; :’;01 C R, tal que
A" = *an,IAn_l — anszn_z — - —agply,,

y asi podemos observar que existen funciones @; : [0,7] = R, coni=0,...,n— 1, tal que

Tn—1
:/ Z(x, — 1)A'Bu(r)dt.

Esto nos da la idea de que ®(u) serd sobreyectiva si {A'Bu}""| genera R".
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Llema 2.2.3 SeaC = [B,AB,A’B,...,A" 1Bl .
® es sobreyectiva <= rg(C) = n (rango de C).

Demostracion. Veamos primero una implicancia.
Supongamos que P es sobreyectiva. Si rg(C) < n, entonces Jv € R"\ {0} tal que

VWIC=0

= V"B=0,v'AB=0,V"A’B=0,... VA" 'B=0.

Por el Teorema de Caryley-Hamilton obtenemos que A" = O A"V .o+ oy A+ opl, de donde
se tiene
V'A"B = 0.
Inductivamente, se prueba que
VTA¥B =0, Vk €N,
lo que implica

k
vtre(sz)AB — Z MV"AkB —0.
=0 k!

De esta forma, obtenemos que Jv € R"\ {0} tal que
V®(u) =0, YuelL”0,T;R"),

es decir, @ no es sobreyectiva.
Veamos la otra implicancia. Ahora supongamos que P no es sobreyectiva. Esto quiere decir que
dv e R"\ {0} tal que
V®(u) =0, YuelL”0,T;R").

AT
T=1)A", obtenemos

T
)
lo que implica que la funcién @(r) := v'"e(T=AB = 0, para todo ¢ € [0,T]. Al evaluar en r = T,
obtenemos

Tomando u = B ¢!

v’re(Tft)AB‘2 dr =0,

o(T)=V"B=0.
Més atin, derivando con respecto a ¢ y evaluandoent =T
o' (T)=Vv"AB=0
¢"(T) =v"A’B=0
eW(T) =v"A*B =0, Vk >0,

de donde deducimos que v'"C = 0y, por lo tanto, rg(C) < n. [ |

Obs.
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» C=[B,AB,A’B,...,A" B, u,: Matriz de Kalman.
= rg(C) = n: Condicién de Kalman.
» La condicién de Kalman es independiente de 7', xo y x1.

Teorema 2.2.4 — Condicién de Kalman. Sea C = [B|AB|A?B|---|A"'B].
El sistema (L) es controlable si sélo si rang(C) = n.

Obs. El control en general no es tnico.

m Ejemplo 2.1 Oscilador armonico lineal. Considere el sistema
¥4+ Bix=u(r), x(0)=xp,x(0)=x.

(Existe u tal que x(T') = %(T) = 0?.
Comenzaremos por transformar el problema a un sistema,

y=x,

y/ —" = —B2x+u,

() =( 5 ) ()(9)e

Asi, las matrices del sistema son

(1) e (h)

y por lo tanto la matriz de Kalman asociada es

01
1 0

esto es,

C = [B|AB] = < > = 1g(C) =2, VB eR.

Por lo tanto el sistema es controlable para todo 8 € R.
Consideremos el caso amortiguado, es decir, X+ B2x + o = u(t). Visto como sistema:

<\ (0 1 X\ (0,
y) \-B* —a )\ 1)
y por lo tanto, las matrices del sistema son

() o= (V)

con lo cual la matriz de Kalman asociada es

C = [BJAB] = < o

> = 1g(C) =2.

Por lo tanto, el sistema es controlable para todo 8 y o.
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Ejercicio 2.1 Sistema de resortes acoplados (tren con dos vagones):

itkix=ky(y—x)
V+ky=kox+u

Encuentre las condiciones sobre ki, k, para que el sistema sea controlable.

2.3 Caso no autébnomo

Consideremos el sistema lineal:

Sea R(r) € M,,»,(R), la matriz resolvente del sistema homogéneo x’ = Ax, es decir, la solucién de

{R’(t) = A(R(), t€(0,T)
R(0) = Id

= Laresolvente R(¢) es invertible para todo 7, en efecto si denotamos por w(z) = det(R(t)), w(t) es
solucidén de la ecuaciéon homogénea

{w’(t) = w(At))w(), te(0,T)
w(0) = 1

» R~!, eslatinica solucién del sistema homogéneo
R ()
R'0) = Id

= La solucién x(t) del sistema (L) se escribe como

I
|
&l
—
N
S
=
~—
-~
m
—~~
=
~
~—

K1) = R0+ [ ROR™(5)B)uls)
De esta forma si definimos la aplicacién
¢:L*(0,T;R") — R"
W o) = /O " RIR(5)B(s)uls)ds
tenemos que x(7') = R(T)xo + ¢ (u), de lo cual tenemos

Lema 2.3.1 La controlabilidad del sistema (L) es equivalente a la sobreyectividad de la aplicacion

$.
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I Ejercicio 2.2 Hacer la demostracion del Lema 2.3.1. m

Si consideramos la aplicacién
o :R" — L*(0,T;R™)
y = ¢°(y)(s) =B"(s)R " (s)R"(T)y

tenemos el siguiente teorema

Teorema 2.3.2 El sistema (L) es controlable si, y s6lo si, la aplicacion lineal ¢ o ¢* : R” — R" es
sobreyectiva.

Demostracion. Sabemos del Lema 2.3.1 que el sistema (L) es controlable si, y sélo si, la aplicacién
lineal ¢ es sobreyectiva. Primero observemos la relacién que existe entre ¢ y ¢*. Es facil ver que

<Oy ==y 0w = [ uls)-0"(0)(s)ds, Ve L2(0,T), Yy e B

Ahora veamos que si ¢ es sobreyectivo si, y sélo si, ¢* es inyectivo. Para ver esto, lo haremos por
contra-reciproca. Supongamos que @ no es sobreyectiva, es decir, existe y € R"\ {0} tal que y L Im(¢):

T
Vu e L7(0.T), 0=<36()>= [ u(s) 9" ()(s)ds.
0
lo cual es equivalente a decir que ¢*(y) = 0, es decir y € ker(¢*). Lo que hemos probado es que
(Im(¢))* = Ker(¢").
Ahora veremos que ¢ es sobreyectivo si, y s6lo si, ¢ o ¢* es sobreyectivo. Claramente si ¢ o 9 es
sobreyectivo, entonces ¢ es sobreyectivo.

Veamos la otra implicancia, por contra-reciproca, si ¢ o ¢* no es sobreyectiva, entonces existe
yeR”? \ {0} tal que y L Im(¢) o0 ¢*), es decir

VzER", 0=<y,(¢o0¢") / 0*(9)(5) - 6*(2)(5)ds.

Ahora, tomamos z =y para obtener
/ 107 () (5)|2ds =

lo cual implica que y € Ker(¢*) = (Im(¢))=, por lo tanto ¢ no es sobreyectiva. Lo cual concluye la
demostracion. |

Un calculo directo, permite ver que si denotamos por Gy = (¢ o ¢*)(y), la matriz representante de
la aplicacion lineal, obtenemos

G= / R(T)R™(s)B(s)B" ()R~ (s)R" (T)ds,
y podemos ver que al tomar el control u = ¢*(y), para que el sistema sea controlable, necesitamos que
Gy = X1 *R(T)X(),

donde xg y x; son el estado inicial y final del sistema, respectivamente.
Dado que G es una matriz de n x n, por el Teorema del nicleo imagen, ver que la aplicacién es
sobreyectiva es equivalente a ver que la matriz es invertible.
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Teorema 2.3.3 El sistema no auténomo x’ = A(z)x+ B(t)u es controlable en tiempo 7 si y sélo si
la matriz

T
C(T) = /0 R()™'B(t)B(t)"R(t) " dt

es invertible.

Demostracion. Basta observar que
G =R(T)C(T)R"(T),

y notar que R(7') es invertible. [ |

Obs.
= C(T) es llamada Matriz de Controlabilidad o Matriz Gramiana.
» C(T) es simétrica y semi-definida positiva.
= C(T) depende de T, pero es independiente de xq y x;.

Teorema 2.3.4 Si C(T) es invertible, entonces el control asociado
u*(s) = B"(s)R™"(s)C(T) 'R~ (T)(x1 — R(T)x0)

es el control de norma L?(0, T) minima.

Demostracion. Considere que existe otro control u, que lleva al estado xy a x; en tiempo 7, es decir
x1 = R(T)xo + ¢ (u),
y denotemos por y = G~ ! (x; — R(T )xo). Por construccién, u* = ¢*(y). De esta forma obtenemos
Gy =x1 = R(T)xo = ¢(u),

y al multiplicar por y, obtenemos
! T * T *
YGy =< 0.y >= [ u(s)- 9" () )ds = [ uls)-u (s)ds
por otra parte Y Gy =y ¢ (¢*) = [o |9*(v)(s)|>ds = |ju* ||2,. De esta forma, obtenemos
T
'l < [ uls)-w(s)ds.
0
Utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se concluye el resultado. |

Ejercicio 2.3 Considere:

X =u,

y’ =Xx+tu.

(Es controlable este sistema? =
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"
En general es dificil calcular la matriz de Gramiana en el caso no auténomo. Por ello veremos otro
criterio de controlabilidad.
Consideremos el sistema lineal no auténomo

(L){ X’(Z) :A(‘l)x<l)+B(t)u([)’ te [O,T],

Supongamos A € C*(0,T;R"*"), B C*(0,T;R"*™) y definamos una familia {B;(t) };>0 C C (0, T; R"™)
como

Teorema 2.3.5 Sean A € C=(0,T;R™"), B C=(0,T;R™™). Si existe 7 € [0, tal que
(Bi(f)u/ueR",ie Ny =R",

entonces el sistema (L) es controlable en tiempo 7.

Demostracion. Supongamos que el sistema (L) no es controlable. Entonces, C(T) no es invertible, lo
que implica que existe y € R"\ {0}, tal que

y'C(T)y =0,
de donde ;
/ V"R ()B(s)[2ds = 0.
0

Por lo tanto,
YR (t)B(t) =0, Vre[0,T], 2.1

pues A,B € C™.

Ejercicio 2.4 Demuestre
d

ER‘l(t) =—R (A1) 22

De esta forma, si derivamos con respecto a ¢ la ecuacién (2.1) y utilizando (2.2), obtenemos
0=y"RYt)(B' (1) —A(t)B(t)) =y"R ' ()B\ (1), Vtel0,T].
Nuevamente derivando esta dltima expresion tenemos
0=y"R™(1)(B{ (1) ~A(1)Bi(r)) =y"R™' (1) B2(1), V1 €[0,T].
Por lo tanto, inductivamente, podemos resumir que existe y € R" \ {0}, tal que

Y'RTY(1)B;i(t) =0 vt €0,T], (2.3)
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donde

By(t) :== B(1),
Bi(t) :==B!_|(t) —A(t)Bi_1(t),i > 1.

La ecuacién (2.3) nos dice que R~ (¢)y L B;(¢) donde R""(r)y € R"\ {0}. Asi, tenemos

rg([Bo(t),Bl(t),Bg(t),...]) <n, Vrelo,T],

0 puesto en otra forma
(Bi(t)u/ueR",icN)#R", Vie[0,T].

Lo que concluye la demostracion. |

Obs. La condicion anterior no es necesaria (salvo sin = 1)

= ().
8(7)
donde f,g € C(0,T) son tales que:
= f(t)>0,6€[0,T/2)y f(t) =0,t € [T/2,T].
- 5(t)=0,1€[0,7/2]y glt) > 0,t € (T/2,T).
En este caso los operadores asociados al sistema son:

= (32) 5 m-(5)

por lo tanto R(t) = ¢'4 = I,. La matriz Gramiana asociada al sistema es

m Ejemplo 2.2 Consideremos el sistema

C(T) = /O R OBOB (R (1) dt /O " 1B (OB ()], dr

TR0 F0s)
- <f®ﬁﬂ (1) )“
_ fonz(f)df 0

_< 0 fngz(f>df >

por lo tanto C(T') es invertible y en consecuencia el sistema (L) es controlable.
En este caso

Bi(t) = Bi_1(t) = A(t)Bi-1(t) = B (1),

lo que implica

Ahora, sit € [0,T/2],
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Sire[T/2,T],
Bi(t) = < g(i?(t) > , loque genera {0} x R.

De esta forma
vt €[0,T], (Bi(t)u/ueR" ieN)#R™.

Obs. i (Bi(0)u/ucR", i N)=R", entonces el sistema (L) es controlable en todo T > 0.

Ejercicio 2.5 Considere el sistema x’ = + B(t)u, donde
t 1 0
A)=10 £ 0 =11
0 0 ¢ 1
(Es controlable este sistema en algtin tiempo 7?7 "

2.4 Observabilidad y dualidad

Consideremos el sistema lineal (auténomo)

X' (t) = Ax(t) +Bu(t), t€][0,T],
(L) { x(0) = xo,

donde A € R™" y B € R™™, Supongamos que podemos observar el vector
y(t) =Cx(t), CEeRM(p<n),

el cual se interpreta como observaciones o mediciones del estado x(t) € R".
El problema de la observabilidad consiste en distinguir el estado x(z) del sistema a partir de
experiencias de tipo entrada-salida. Esto es, conociendo y(t), V¢ € [0, T], {podemos conocer x;?

Notacion: (x,(¢,x0),y.(,x0)) la solucién de x' () = Ax(t) 4+ Bu(z), y(t) = Cx(¢) tal que x,(0,u) =
X0.

Definicién 2.4.1 El sistema

©(1) = Ax() + Bu(r),
<0’”){ y(t) = Cx(1),

se dice observable (en tiempo 7T') si

Vxi,0 € R ixy #x0 = Jue L”(0,T;R™),yu(-,x1) # yu(-,x2).

Obs.
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= Si la condicién anterior se cumple, se dice que x; y x son distinguibles.
= El sistema es observable si:

Vu € L7(0,T;R™), v, (-, x1) = yu(-,x2) = x1 = x2.

= Notemos que

t
yu(t,x0) = Celeo—l—C/ e Bu(s)ds, tel0,T].
JO

El siguiente resultado, nos entrega una condicién suficiente y necesaria para la observabilidad.

Teorema 2.4.1 El sistema .
x(t) = Ax(t)+ Bu(t),
Obs
(Obs) { ¥(t) = Cx(),

se dice observable (en tiempo 7T') si y s6lo si

C
CA

I
S

rg
CA™!

pnxn

Demostracion. Supongamos que el sistema (Obs) no es observable:
Axp,xp € RV Vu € L7(0,T;R™), yu(+,x1) = yul-,x2) Axy # x2.
Entonces,
Ce'tx; + C/Ot "By (s)ds = Cex, +C/0t e"=ABu(s)ds, Vte[0,T],
de donde
Ce*(x; —x2) =0, Vre[0,T],
con x; — x # 0. Derivando con respecto a ¢:
CeA(x) —xp) =--- =Ce™A" N (x; —x) =0, Vte€0,T].
Evaluando en t = 0, obtenemos
Ci=CAx=---=CA" 'x=0,
donde x := x; — x». Como X # 0, se concluye que

C

CA
g ) <n.

(14271

pnxn

Para probar la reciproca, supongamos esto tltimo, es decir: 3xg € R"\ {0} tal que CAixq = 0, Vi €
{0,...,n— 1}. Por el Teorema de Cayley-Hamilton, tenemos que CA’xy = 0, Vi > 0. En consecuencia,

Ce'*xg=0, Vrel0,T).
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Sean x1,x; € R” tales que x| # x y x] — X2 = xo. Luego, Yu € L(0,T;R™) se tiene

Ce'x; = Cexy, Vit €0,T]

t t
= Ce'x +C/ =94 Bu(s) ds:Cetsz—i—C/ e"ABu(s)ds, Vit e0,T],
0 0

< yu(t,x1) = yu(t,x2),Vt € [0,T].

Como x| # xp, el sistema no es observable. |

Obs. Controlabilidad 'y observabilidad son conceptos duales en el sentido siguiente. Notemos que

C
CA
rg ] =n < rg([C",A"C”,...,(A"*I)”C”]pnxn) =n.
CA;'l—l
pnxn
Entonces,
¥ (t) = Ax(t) + Bu(t) /
es observable <= x'(¢t) =A"x(t)+C"u(t) es controlable
{0zt (1) = A"x(0)+ C"u(r)

» Ejemplo 2.3 — Oscilador arménico.
x(t) +kx(t) = u(t), x(0)=x0,%(0) = x.

Lo escribimos como un sistema de primer orden:

(G0) = (o) G+ ()0

e Supongamos que podemos observar la posicion: C = (1 O): y==x

rg [(1) ﬂ =2 = el sistema es observable.
pnxn
e Supongamos que podemos observar la velocidad: C= (0 1):y=x".

rg([_ok (I)er) =2 < k#0.

Es decir, si k # 0 el sistema es observable con C = (O 1). n
2.5 Estabilizacién de sistemas lineales

2.5.1 Preliminares

Consideremos el sistema lineal

donde A € R™", x5 € R".
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Definicién 2.5.1 = (0 € R” es un punto de equilibrio estable si:
Ve >0,36 >0,Vxg e R" : [xo| < 6 = |x(¢)] < &,Vr > 0.

= 0 € R” es asint6ticamente estable si es estable y x(¢) — 0 cuando t — +oo.

Obs.
= Las soluciones de (L) se escriben como

x(t) = Y tFvge,

donde A, es valor propio de A.
= Si3JA € C valor propio de A tal que R(A) > 0, entonces 0 no es estable.
= Sitodo A € C valor propio de A es tal que R(A) < 0, entonces 0 es asintGticamente estable.

2.5.2 Estabilizacion de sistemas de control

Sea el sistema de control en R”
X =Ax+Bu, AcR™" BecR™ ycR"

El objetivo es buscar un control de la forma u(t) = Kx(t), donde K € R™*", tal que 0 sea un punto
asintéticamente estable de x’ = (A + BK)x.

= Ejemplo 2.4 — Péndulo invertido. Consideremos un péndulo invertido de masa m fijo a un carrito
de masa M, sobre el cual podemos controlar la aceleracién u(t), como se muestra en la Figura 2.4.
La idea es encontrar un control u(z) de manera de mantener el péndulo en posicién vertical, es decir,
estabilizar el sistema en torno al punto de equilibrio inestable (podemos pensar esto como mantener
una escoba en posicion vertical con el movimiento de la mano).

M —— ult)

Figura 2.1: Péndulo invertido
Las ecuaciones de movimiento estdn dadas por

(M +m)E +mL6 cos ® —mLO?sin6 = u,
mL& cos @ +mL?0 —mgLsin@ = 0,
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donde & (1) es la posicién del carro y 0(t) es el dngulo del péndulo con respecto a la vertical en el
instante ¢. Un célculo sencillo nos lleva al sistema no lineal de segundo orden

mLO?sin® —mgcos Osin O + u

5: X M+msin26 ’ (2 4)
b —mL6%sin @ cos O + (M +m)gsin @ — ucos 0 '
- L(M +msin® 6) ‘

Definiendo el vector de estados x(r) = (£(t),0(),&(1),0(r)) € R*, podemos escribir el siste-
ma (2.4) como un sistema no lineal de primer orden de la forma

i = flx,u), 2.5)

donde f(x,u) € R* estd dada por
:
0
mLO?sin® —mgcos Osin O + u

. M + msin’ 6
—mL6?sin 6 cos O + (M +m)gsin @ — ucos 0

L(M +msin? 8)

f(xvu) =

Analicemos el sistema linealizado de (2.5) en torno al punto de equilibrio (x,,u.) = (0,0), el cual esta
dado por
%= Ax+ Bu, (2.6)

donde las matrices A € R*** y B € R**! estan dadas por

0 0 1 0 0
U (L U R ¢
“lo -5 o0 oo 77| L
M+m 1
0 (L+M)g 00 T IM

Buscamos K = (ki k> k3 k4) € R'* tal que u(r) = Kx(r) estabilice el sistema (2.6). Basta con
elegir ki, ky, k3 y k4 tales que los valores propios de A + KB tengan parte real (estrictamente) positiva.
Veamos el polinomio caracteristico de A + KB:

pa+sk(z) = det(zly — (A + BK))

k k ky—(M+m)g k gk gki
4 (ke kN5, (R kN, gk gk
- +(LM M)Z +( M LM2)Z Tt

LM’

Podemos escoger ki, ka, k3 y k4 tales que paipx(z) = (z+ 1)*, por ejemplo, de modo que todos los
valores propios serdn iguales a —1. Con esta eleccion, el sistema (2.6) es asintéticamente estable. =

I Ejercicio 2.6 Determinar ky, ky, k3 y k4 tales que papx(z) = (z+ 1)*. n
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Definicion 2.5.2 El sistema x’ = Ax + Bu se dice estabilizable si existe K € R™*" tal que 0 es
asintGticamente estable para x’ = (A 4+ BK)x.

Obs.
= u(t) = Kx(t) se dice control feedback o retroalimentado.
= EI control feedback es robusto con respecto a la condicién inicial en el sentido de que es
independiente de ella.

(Existen condiciones para que x' = Ax + Bu sea estabilizable?

Teorema de Localizacion de Polos

Teorema 2.5.1 — Teorema de Localizaciéon de Polos (Pole Shifting Theorem). Si el sistema
x' = Ax+ Bu es controlable, entonces para todo polinomio p real unitario de grado n, existe K € R™*"
tal que

PA+BK = P,

donde pys denota el polinomio carateristico de M € R"*", es decir, py(z) = det(zl, — M).

Obs. Un polinomio se dice unitario si es de la forma

pP2)="+a, " '+ arz+a.

La relacién de este teorema con la estabilizacién estd dada por el siguiente resultado.

Corolario 2.5.2 Si X’ = Ax+ Bu es controlable, entonces es estabilizable, es decir, existe K € R"™*"
tal que 0 es asintGticamente estable para x' = (A + BK)x.

Demostracion. Sea p(z) = (z+1)". Por el Teorema de Localizacién de Polos, existe K € R™*" tal que
pa+sk = (z+1)", con lo cual los valores propios de A + BK son iguales a —1. En particular, el sistema
x' = Ax+ Bu es estabilizable. [ |

La demostracién del Teorema de Localizacion de Polos se divide en dos partes:
1. Caso m = 1 (control escalar).
2. Caso general.

Casom=1
Comencemos con el caso m = 1, donde el sistema se escribe como x’ = Ax+bu, b € R*, u € R.
La demostracién se basa en el siguiente resultado.
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Lema 2.5.3 Supongamos x’ = Ax + bu controlable. Entonces, existe S € R"*" invertible tal que

0 1 0 --- 0 0
ST'AS=| . . . - o |, sTb=
0O .- ... 0 1
__al _(Xn_ _1_

donde pa(z) = 2"+ ;2" ' + -+ o (polinomio caracteristico de A).

Obs.

» Lamatriz A = S~'AS se llama matriz compaiiera.
= pA(2) = Psas-1(2) = Ps-1as(2)-

s SiB=S5"1b, el sistemax’ =Ax+bues equivalente (o semejante) a y' = Ay + Bu, donde
y = S~ !x. En particular, comparten la estabilizacién.

Asumamos el Lema 2.5.3, y probemos el Teorema.

Demostracion Teorema de Localizacion de Polos. Caso m = 1. Sea p(z) = 7"+ B,2" ' +---+ Bi.

ParaI?:(iq ky - I}n)ERIX”,tenemosque
0 1 0 - 0
0 O 0
BR=|: yA+BR =
0 0 --- 0 :
[ 4 0 o o 0 1
_—(X1+k1 _an+kn_

Entonces, como
Pisge(@) ="+ (0 — k)" 4+ (o1 —ky),

basta elegir k; := o; — i, i = 1,...,n, para tener Pisar(2) = p(2).
Finalmente, tomando K := KS~!, tenemos
Patbk (2) = Paspks—1(2) = Psassrys— (2) = Paypr(2) = p(2),
lo que termina la demostracién en el caso m = 1. |

Ahora, probemos el Lema.

Demostracion Lema 2.5.3. Construyamos S € R"*" segtin lo que debe cumplir. Denotemos por ¢; el
i-ésimo vector canénico de R" y notemos que dada una matriz M (con n columnas), Me; es la i-ésima
columna.

oS 1h=e¢,.

o S~ 1ASe, = e, — 0tye, => Se,_1 =ASe, + 0, Se,,.

\ Sen_1 :=Ab+ o,b
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oS 1ASe, | =ep_2— Qu_1en = Se,_2 = ASe,_| + Q,_1Se,.

Sen_n = A’b+ 0Ab+ 0ty 1 b

Seguimos hasta definir

Se; :=A""'b+ 0, A" b +...+ b

Notemos que
ST'ASe; =S (A" + 0, A" - oAb = ST (—aul,)b = — ey,

donde hemos usado el Teorema de Cayley-Hamilton.
Ahora, como x’ = Ax + bu es controlable, el conjunto {b,Ab, ... ,A"*Ib} es linealmente indepen-
diente, lo que implica que las columnas de S también lo son y, por lo tanto, S es invertible. |

Caso general
Veamos ahora el caso general. Necesitaremos el siguiente lema.

Lema 2.5.4 Supongamos x’ = Ax + Bu controlable. Entonces, existen f € R” y C € R™*" tal que
el sistema
x'=(A+BC)x+Bfv, veR,

es controlable.

Asumamos primero este resultado y probemos el Teorema.

Demostracion Teorema de Localizacién de Polos. Caso general. Sea p(z) =7"+B,2" ' +...+ ;. Por
el Lema 2.5.4, existen f € R™ y C € R™*" tales que el sistema x' = (A + BC)x+ Bfv es controlable.
Del caso m = 1, sabemos que existe K € R tal que

PA+BC+Bf1€(Z) = p(z).
Definiendo K := C + fK € R"™*", tenemos

pa+BK(2) = Paypeysrr(2) = p(2),
lo que termina la demostracién en el caso general. |

Demostracion Lema 2.5.4. Sea f € R™ tal que Bf # 0. Tal f debe existir, pues de lo contrario B = 0,
lo que no puede ser pues el sistema x' = Ax + Bu es controlable.

Sea x; = Bf # 0. Construimos una secuencia de x; € R" como:

= xip1 7 ({xr,ox))

= x;1 € Ax; + BR™
donde BR™ = {Bu / u € R™} C R". Notar que paramos cuando Ax; + BR™ C ({x1,...,x;}).

Por construccion, esta secuencia se detiene en algiin k < n'y xp,...,x; son linealmente indepen-
dientes. Probemos que k = n.

Sea E = ({x1,...,x}). Por definicién de &,

Axy+BucE, VYueR"

En particular, con u = 0 tenemos Ax; € E y, por lo tanto, BR" C E.
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Por otra parte,
Ax; €xip1 +BR" CE, Vie{l,...,k—1}.

Como ademds Ax; € E, se tiene AE C E. Esto, junto con BR" C E, implica que
({A'Bu/ueR"ic{0,....n—1}}) CE.

Como x’ = Ax+ Bu es controlable, se satisface la condicion de Kalman y en consecuencia
({A'Bu/ueR™ic{0,....n—1}}) =R".

Asi, E=R", k=ny {x1,...,x,} son linealmente independientes.
Ahora, construyamos la matriz C € R™*". Notemos que Vi € {1,...,n— 1}, Ju; € R™ tal que

Xi+1 = Ax; + Bu;.
Como x,...,x, son linealmente independientes, existe C € R™*" tal que
Cxi=u;, Yie{l,...,n—1},Cx, cualquiera.

En efecto, basta tomar
C:= [u1|u2‘ ‘un_l‘el} [xl ‘xz‘ e ‘xn]

Tenemos:

® X — Bf.

° (A+BC)X1 = Ax; + Bu; = xp.

o (A+BC)%x; = (A+BC)xy = Axy + Buy = x3.

e (A+BC)" x| =x,.

Si llamamos A = A +BC'y b = Bf, vemos que {b,Ab,A%b,...,A"~'b} es un conjunto linealmente
independiente. Equivalentemente, la matriz [b|Ab|A%D|...|A"'b] satisface la condicién de Kalman y
el sistema x’ = Ax+bv = (A + BC)x+ Bfv es controlable. |






(3. Control ()ptimo de Sistemas Lineales

3.1 Introduccién

Consideremos el sistema lineal de control

X' =A(t)x+ B(t)u,
(Z) { x(0) = xo,

donde A € L*(0,T;R"™"), B L*(0,T;R"™™) yu € L*(0,T;U), U C R™, es decir, los valores del
control estdn limitados al conjunto U.

Sea x; € R" accesible desde x( en tiempo T

JueL”0,T;U),3T > 0,x,(T) = x;.

Problema de Control Optimo: Entre los controles u € L=(0,T;U) que llevan el sistema desde xo
a x1, buscamos el que minimiza un funcional C(u).

Veremos dos tipos de problemas de control 6ptimo:

1. Problema de tiempo minimo:

C(u) =T : tiempo de control de xp a x;.

2. Problema de costo cuadratico:
C(u) =x(T)"Ox(T) + /()T(x(t)”W(t)x(t) + u(t)"U(t)u(t)) dr

donde Q,W € R™" y U € R"™™,
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3.2 Problema de tiempo minimo

Sea x| € R" accesible desde xq (en algtin tiempo T'). El problema de tiempo minimo consiste en
encontrar un control que lleve el sistema (L) de x( a x; en el menor tiempo posible.

Definicion 3.2.1 — Conjunto alcanzable o accesible desde x, en tiempo .

X, solucién de (L) con condicién inicial xg y
control u € L*(0,7,U) ’

Accy (t,x9) := {xu (1)

Obs.
u ACCU (O,xo) = {)C()}
m x; € Accy(t,x9) <= Fue L*(0,1;U),x,(t) = x;
= Sir* es el tiempo minimo, entonces V¢ < t*, x; ¢ Accy(t,xo). Asi:

t* =1inf{r > 0/x; € Accy(t,x0)} ‘

Pregunta: ;" = inf{r > 0/x; € Accy(t,xo)} estd bien definido? Es decir: ;x| € Accy (1*,x0)?
mEjemplo 3.1 X =u, x,u€R,xg=0,x; =1. (U =R).

Notemos que el control u(t) = 1 lleva el sistema de xo =0 ax; = 1 en tiempo 7', VT > 0. Entonces,
t* =0, pero x; ¢ Acc(0,x9) = {xo}. .
s Ejemplo 3.2 ¥ =u, x R, u € [0,1), 0 =0, x; = L. (U = [0, 1)).

Notemos para todo 7 > 1, el control u(t) = 7€ [0,1) lleva el sistema de xop = 0 a x; = 1 en tiempo

T.
Por otro lado, si 7 < 1 y u es un control tal que x(0) = 0y x(7') = 1, entonces, integrando en la

ecuacion x’ = u, tenemos
T T
1:/ u(t)dt</ dt =T,
0 0
lo que es una contradiccion.
Esto implica que * = 1, pero x; ¢ Acc(1,xp) = {xo}. .

En ambos ejemplos, el tiempo minimo de control no es alcanzado. En el primero, U es no acotado,
lo que hace que el control sea “arbitrariamente rdpido”. En el segundo, el problema es que U no es
cerrado.

En lo que sigue, supondremos que U C R™ es compacto.

m Ejemplo 3.3 U =[—1,1)" ([-1,1] x --- x [—1, 1], m veces). ]

La existencia de un control de tiempo minimo es consecuencia del siguiente resultado, que entrega
algunas propiedades sobre la topologia de Accy (#,x).

Teorema 3.2.1 Sea U C R™ compacto. Entonces, V¢ > 0, Accy (t,xp) es convexo, compacto y varia
continuamente con respecto a ¢.

Demostracion Teorema 3.2.1, parte 1. e Convexidad. Supongamos primero que U es convexo. Sean
X1y x2 € Accy (t,x0) y A € [0, 1]. Queremos demostrar que

Axi+ (1 —=2A)xy € Accy (t,x0).
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Sabemos que Juj,uy € L*(0,1;U) tales que

6 = Rlto +R() [ "R(s)""B(s)ur (s)ds
0 3.1)
2 = R(t)xo+R(1) /0 R(s)""B(s)ua(s)ds

De esta forma,
Aors + (1= A = R(£)x0 +R(?) /O'R(s)lB(s) (Raar(5) + (1 — AJua(s)) ds
Como U es convexo, Auj + (1 —A)ux € L*(0,£;U) y vemos que (Ax; + (1 —A)x2) € Accy (t,x0).
Veamos el caso general (U no necesariamente convexo). Sean x; y x; € Accy (f,x0) y A € [0,1].

Queremos demostrar que
Axi+ (1 —2A)xy € Accy (t,x0).

Como antes, de (3.1) tenemos que
t
Axi+ (1 —=2A)x2 =R(t)xo —l—R(t)/O R(s)"'B(s) (Aui(s)+ (1= A)ua(s))ds,
donde uy,uy € L*(0,1;U).
Como no podemos asegurar que Auj(s)+ (1 —A)ua(s) es a valores en U, necesitaremos el siguiente

lema, cuya demostracién omitiremos.

Lema 3.2.2 — Lyapunov. Sea T >0y f € L'(0,T;R") entonces

{/wf (s)ds | @ € [0,T] medible}

es convexo en R”.

Volvamos a nuestra demostracion. Definamos

/ R(s)""B(s)u1 (s)ds
fR(s)lB(s)ug(s)ds

(O]

X={Xp= ® C [0,T] medible p C R*",

= /OIR“)“B(s)ul(s)ds,
Y2 = /OZR(S)_lB(s)ug(s)ds.

0
Vemos que Xp = ( 0 >,X[0J]: < i; )

Por el Lema de Lyapunov, X es convexo y por lo tanto 3@ C [0, 7] medible tal que X, = ( iz ! ) .
2
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Como X + Xee = Xjo,] = ( i; ) tenemos que Xpe = < 8 _ig; )

Para demostrar lo que queremos, nos basta con encontrar un control u € L>(0,#;U) tal que

/R )1 B(s) ds_/R ) B(s)uls)ds+ [ R(s)B(s)uls)ds = Ayi+(1=A)ya

Definamos

u(s) :{ ui(s), sise€ o,

ur(s), sise o

Notemos que u € L*(0,;U). Luego,

/R )~'B(s) /R ) IB(s)uy (s)ds  + R(s)"'B(s)ua(s)ds

(08

primera coordenada de x, segunda coordenada de X,

=Ay1+(1=24)y2

lo cual prueba la convexidad de Accy (¢,x0). |

Obs. Usando argumentos similares a la demostracién de la convexidad de Accy (¢,x0), se puede probar

{/R Y IB(s)u(s)ds | u e L? O,t,U} {/R )~ 1B(s) ds/uEL(Otconv(U))},

donde conv(U) denota la envoltura convexa de U.

Corolario 3.2.3 Sean U € R™ y xo € R". Entonces,

Accy (t,x0) = AcCeony(v) (,X0)-
En particular, como conv(U) = conv(dU ), se tiene

Accy (t,X%0) = AcCeony(au) (t,%0)-

Seguimos con la demostracién del Teorema 3.2.1. Gracias al Corolario 3.2.3, podemos suponer en
lo que sigue que U es convexo.

Demostracion Teorema 3.2.1, parte 2. o Compacidad. Sea {xl}keN C Accy(t,x9) una sucesion de
estados alcanzables asociados a controles {u* };cyy € L=(0,;U). De esta forma, tenemos

x(1) =X =R(1)xo +R(2) /OIR(S)IB(S)Mk(S)dS.

Como uf € L*(0,;U) CL*(0,+;U) C L*(0,£;R™), vemos que x*(¢) € L=(0,¢; R") C L*(0,£;R"). Como
U es compacto y por las propiedades del resolvente R(-) (continuidad) y de B(-) (en L*(0,T;R™™)),
se tendra que existe C > 0 tal que

I Ollpmn <€ VkeN.
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Luego, la sucesién de trayectorias {x*(-) }ren es acotada en L2(0,; R").

Como la sucesioén de controles {uf} ey estd también acotada en L2(0,£;R™) y (xX) = A(t)x* +
B(t)uk, se concluye que {(x*)' }ren estd acotada en L2(0,1;R™).

Asi, tenemos que la sucesién de trayectorias {x*} ;< estd acotada en H'(0,¢;R"), que se inyecta
compactamente en C(]0,]; R"). Esto nos dice que existe una subsucesién (que notaremos igual) {x* }ren
convergente en C([0,7];R").

Por otra parte, como {u"},cy estd acotada en L?(0,T;U) C L*(0,T;R™), existird u € L*(0, T; R™)
tal que una subsucesion converge a u. Como estamos suponiendo U convexo, se tendrd que u €
L*(0,;U).

Entonces, podemos de esta forma pasar al limite,

l
X1 R(t)xo / R(1)R(s) "' B(s)u(s)ds

0

XIIC = R(Z‘)X() + /OIR(I)R(s)llB(S)uk(s)dS

Conclusién: xll‘ — x1 con x] € Accy(t,xp0), lo que muestra la compacidad de Accy (z,xp).
e Continuidad con respecto a ¢. Dado € > 0, queremos encontrar 6 > 0 tal que

Vi, > 0, ’ll —tz‘ <6 = d(ACCU(ll,XO),ACCU(Zz,xO)) <e

Aqui, para A, B C R" consideramos

d(A,B) = méx { supd(x,A),supd(x,B) },
xeB X€A
donde d(x,A) = infyc4 [x — .
Sean 0 < f; < 1p. Basta probar que
1. Vxy € Accy(ta,x0), d(x2,Accy(t1,x0)) < €.
2. Vx; € Accy (tl,xo), d(x1 ,ACCU([Z,XQ)) <E.
Probemos (1) (propiedad (2) es andloga). Sea x, € Accy (f2,x9). Probemos que

Jy € Accy (t1,x0) tal que |x, —y| < €.

Tenemos que x, = x(f,) para alguna trayectoria x = x(¢) asociada a un control u € L*(0,7;U). Sea
y = x(t1) (con el mismo control u).
Tenemos,

xy—y=x(t) —x(t1)

— R(t2)x0 + /0 ® R(t2)R(s) " B(s)u(s) — R(t1 )x0 — /0 " R(0)R(s) " B(s)u(s)ds

— R(12) / " R(s) "' B(s)u(s)ds+ [R(t2) — R(11)] {x0+ /O " R(s)lB(s)u(s)ds}

1

=hL+5h.

De esta igualdad, observamos que si |, — 11| es suficientemente pequefio:
= [; es pequefio ya que el intervalo de integracion serd pequefio.
= [, es pequeio por la continuidad de 7 — R(t).
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Esto termina la demostracion. [ |

Volvamos a la existencia del tiempo minimo. Sean x; € R” accesible desde xo € R" y U C R"
compacto.

Por el Teorema 3.2.1, el conjunto C = {t >0 / x; € Accy(t,x0)} C R es cerrado, pues Accy (t,x0)
es cerrado y varia continuamente con respecto a r. Ademds, C es acotado inferiormente. En particular,
tiene minimo (el infimo es alcanzado). En consecuencia, hemos probado:

Teorema 3.2.4 Sean xg,x; € R" y U C R compacto. Si 37 > 0y Ju € L=(0,T;U) tales que
x,(0) =x0 y x(T) = x1 (x1 accesible desde xp), entonces existe un control (y trayectoria) de tiempo
minimo de xy a x;.

Obs.
= {* es el primer tiempo en que x; € Accy (¢,Xp).
= Se tiene necesariamente que x; € dAccy (1*,x9) = Accy (t*,x0) \ int(Accy (t*,x0)).
En efecto, si x; € int(Accy (1*,x0)), por la continuidad de Accy (¢, x0) con respecto a ¢, si
t < t* es suficientemente cercano a t*, se tendria x; € Accy (f,x0), lo que contradice que ¢*
es el tiempo minimo.

| Definicién 3.2.2 — Control extremal. Un control u se dice extremal en [0,1] six, (1) € d Accy (t,x0)-

Obs.
= Todo control de tiempo minimo es extremal (la reciproca no es cierta).
= Se puede dar una caracterizacién de un control extremal, y por lo tanto una condicién
necesaria para un control de tiempo minimo.

Principio del Maximo (caso lineal)

El siguiente resultado entrega una condicidn necesaria para un control de tiempo minimo.

Teorema 3.2.5 Sea U C R™ compactoy T > 0. El control u € L*(0,T;U) es extremal en [0,7T] si y
s6lo si existe una solucién no trivial p(r) € R" de

Pl(6)" = —p(t)"A(1),
tal que

p()"B(t)u(t) = rgleég(p(t)"B(t)v, ctpt € [0,T].

Obs.
= p(t) € R" es llamado vector adjunto.
n p/(1)" = —p(t)"A(r) es llamada ecuacion adjunta. La solucién viene dada por

()" = p(0)"R(r)~",

donde R(1) es el resolvente del sistema x’' = A(f)x.



3.2 Problema de tiempo minimo 55

Demostracion. Podemos suponer que U es convexo, pues Accy (T,x9) = AcCeonv(uy(T,x0). Siu €
L*(0,T;U) es extremal, entonces x(7') € dAccy (T, xp), donde x(-) es la trayectoria asociada a u.

Como Accy (T, xp) convexo, existe un hiperplano que separa x(T) y Accy (T,xp). Sea pr € R" el
vector normal exterior a Accy (T,xo) en x(T') y que define tal hiperplano. Entonces, tenemos

Vx1 € Accy (T, xo), pif(x1 —x(T)) <0
< Yu; € L*(0,T;U), p}(x1(T) —x(T)) <0
< Yu € L*(0,T;U), pfx(T) > pfx1(T)
T T
s Yuy €L7(0,T;U), / PIR(T)R(D) " B(1)u(r) di > / PIR(T)R() ™ B(t)us (1) dt.
0 0

Sea p(-) la solucién de

/()" = —p()"A(r),
{&ﬂzm? (3:2)

Como p(t)"" = p(0)"R(t)~!, se tiene pi = p(0)"R(T)~! = p(t)"R(¢)R(T)~'. Entonces,

T T
Yy € L7(0,T;U), / p(0)B()ult)dt > / ()" Bty (1) dr. (3.3)
0 0
Supongamos que 3E C [0,T], |E| > 0 (medida positiva) tal que
p()"B(t)u(t) < még{p(t)"B(t)v, Vt € E.
ve

Sea {u(t) t¢E

m(t), t€E,

donde m(t) := argméx, .y p(¢)""B(t)v. Tenemos que i € L*(0,7;U) y ademas

T T
| oy B a < [ pe) B ar
0 0

lo que contradice (3.3).
Para la reciproca, supongamos que p(-) es solucién de (3.2) con pr € R"\ {0} y

p()"B(t)u(t) = max p(t)"B(t)v, ctpt € [0,T].

veU

Invirtiendo el argumento anterior tenemos
Vx| € ACCU(T,X()), p?()ﬂ _X(T)) < Oa

donde x(-) es la trayectoria asociada a u(-). Queremos probar que x(7T') € dAccy (T, xp). En efecto, si
x(T) € int(Accy (T,xp)), existiria £; € Accy (T, x0), X1 # x(T), que estaria en la semi-recta que pasa
por x(T') en la direccién pr. En particular, se tendria

Pr (&1 —x(T)) >0,

lo que es una contradiccion. En conclusion, x(7) € dAccy (T,xo) y u es extremal en [0, 7. [ |
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Obs.

El principio del mdximo es una condicién necesaria de optimalidad.

pr 6 p(0) no se conoce explicitamente, por lo que no se puede usar el teorema anterior para
construir el control en forma directa.

= Enelcasom=1,U = [—a,al, a > 0, la condicién de maximizacién implica que

u(t) = asigno(p(t)"B(t)).

o(t) := p(t)""B(t) se llama funcién de conmutacion.
= 1. €]0,T] donde ¢(t) cambia de signo se llama tiempo de conmutacion.

3.2.2 Ejemplo del carro-cohete con dos motores

En este ejemplo consideraremos un carro de masa unitaria, que se mueve sobre un riel recto. El
carro consta de motores propulsores, uno a cada lado. Ver Figura 3.1. Para describir el estado de este
sistema utilizaremos ¢(¢) para la posicién y v(z) = ¢(¢) para la velocidad. El control vendrd dado por
una funcién o(7) que satisface —1 < a(r) < 1, y que representa el empuje que recibe el carro producto
de la accién de los motores.

Figura 3.1: Carro-cohete con dos motores.

La ecuacién que modela la evolucién de este sistema es

4(1) = afz), (3.4

que también podemos escribir como un sistema de primer order como sigue

(1)-(23)(1)(2)e

Dada una condicién inicial g(0) = go y v(0) = vq para este problema, nuestro objetivo es encontrar
el control a* que lleva el estado (g,v) al origen (a la posicién 0 y al reposo) en el minimo tiempo
posible.

. . 1 0

Este sistema es controlable. En efecto, se encuentra que la matriz de Kalman es < 0 1 ) .

Podemos asi aplicar el Teorema 3.2.4 para demostrar que el problema de tiempo minimo tiene una
solucién Optima. Para buscarla usamos el Teorema 3.2.5, que nos lleva a resolver el sistema adjunto

i(n)=(50)(n)

p1=0 = pi(t) = p1(0)

Se obtiene que
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p2=—p1=—pi(0) = p2(t) = —1p1(0) + p2(0)

de donde la funcion de conmutacion resulta ser

Bp0 = (0 1) (7) =) =110 +2(0),

Esto nos dice que el control a* de tiempo minimo satisface
o (1) = signo(—tp1(0) + p2(0))

por lo que concluimos que cambia a lo mas una vez de signo.

Debemos encontrar cdmo son las trayectorias con controles extremales & =1 6 @ = —1. Este
tipo de controles reciben el nombre de controles bang-bang. Para llevar el carro al reposo prendemos
alternadamente el motor derecho a su maxima potencia (@ = —1) o el motor izquierdo a su maxima
potencia (a = 1). Para hacernos una idea de la trayectoria optimal, veamos como se comportan las
soluciones de (3.5) cuando el control vale 1 6 -1.

= Supongamos & = 1. En este caso las ecuaciones son

g=v, v=1I,
lo que implica vv = ¢, es decir,
1d (+?) =
2ar =1

Integrando de #( a t obtenemos

de donde podemos escribir
Vv (1) =2q(t) +b, (3.6)

con b =v?(ty) —2¢q(to)) una constante. Esto nos dice que la trayectoria permanece en la curva
(3.6) y como v = 1, se mueve hacia arriba. Ver Figura 3.2.

= Supongamos & = — 1. En este caso las ecuaciones son
g=v, v=-1,
lo que implica vv = —¢, es decir Ly
EE( 2) =-q

Integrando de # a ¢ obtenemos

- = _q(t)—{_Q(tO)a

de donde podemos escribir
VA1) = —2q(1) +c, (3.7)

con ¢ = 2q(ty) — v?(to) una constante. Esto nos dice que la trayectoria permanece en la curva
(3.7) y como v = —1, se mueve hacia abajo. Ver Figura 3.3.
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Con este analisis, podemos disefiar trayectorias que lleven cualquier estado inicial del carro al reposo
en el origen. Como buscamos la trayectoria que cumpla esto en un tiempo minimo, una posible
respuesta viene dada por la estrategia siguiente. Supongamos que partimos de una posicion positiva
con velocidad positiva (g, o). La estrategia viene dada por prender el motor derecho a su maxima
capacidad (¢ = —1) y asf desplazarnos hacia abajo por la pardbola v = —2¢ + (v% +2qo), hasta que
intersectemos la pardbola que pasa por el origen v> = 2g. Ver Figura 3.4. En ese momento apagamos el
motor derecho y prendemos el izquierdo (& = 1). Asi comenzaremos a movernos hacia arriba en la
pardbola que pasa por el origen y llevaremos el sistema al origen y al reposo.

Eje -v . = T

0¥ =

Figura 3.4: Estrategia 6ptima.

Gracias al Principio del Maximo, podemos estar seguros que la estrategia de la Figura 3.4 es la
Optima.

Problema de costo cuadratico

Consideremos el sistema de control lineal en R":

X' =A(t)x+ B(t)u,
2 { x(0) = xo,

donde A € L*(0,T;R"™*"), B € L*(0,T;R"™™), y un costo cuadrdtico del tipo

Clu) =T QN(T) + [ (s WO0) +ule) U (o)t

donde:
= 7 > 0 estd fijo.
» U € L*(0,T;R™™) es simétrica definida positiva.
» Qe Ry W e L*(0,T;R"") son simétricas semi-definidas positivas.
» u € L?(0,T;R™) (espacio natural dado que el costo es cuadratico).

El problema de control éptimo lineal cuadratico (LC) es: dados xo € R" y T > 0, determinar las
trayectorias de (L) que minimicen el costo C(u).
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Obs. Usaremos la siguiente notacion cuando sea conveniente:
= g(x) =x"0x,
= x(0)[y = x(0)"W (0)x(r),
= |u(t)[g = u(t)"U()u(r).
Con las notaciones anteriores, el costo se puede escribir como

T
Clu) = x(T) + [ (1x0) +luto) ) dr.

Para asegurar la existencia de una solucién del problema LC, asumiremos la siguiente hip6tesis
sobre U:

T T
3a>o,vueL2(o,T;RM),/ |u(z)|%,dtza/ lu(r) 2 d. (H)
0 0

Esta hipétesis se verifica si, por ejemplo:
» t— U(r) es continua, o
= 3¢ >0,V €[0,T], Vv € R VTU(t)v > cv''v = c|v]?.

Teorema 3.3.1 Supongamos la hipétesis (H ). Entonces, el problema LC admite una dnica solucion.

Demostracion. Existencia. Sea (uy)reny C L*(0,7;R™) una sucesién minimizante, es decir,

C — inf Clu) =:v.
(uk) ueLZz(r)l,T;R'") (u) ¥

Mostremos que 3i € L?(0,T;R™) tal que u; — iy C(ii) = 7.

e Como Q, W y U son semi-definida positivas, tenemos que 7y > 0. Por otro lado, tomando u =0
encontramos que

y< () + [ o

En particular, y < oo,
e Por la hipétesis (H), tenemos que Ja > 0 tal que

T T
oc/ g (1) dt < / ue(1)3 dt < Cluy), ke N.
0 0
Como (C(uy))ren converge, es acotada y, por lo tanto, también (uy )rery en L?(0, T;R™).
Entonces, existen una subsucesion de (ug)ren (que la llamamos igual) y @ € L?(0,T;R™) tal que
U, — U
e Para cada k € N, consideremos x(-) la trayectoria asociada a uy. Se tiene

t
() = R(t)x0 + R(t) / R(s)"'B(s)ux(s)ds, VkeN,Vie[0,T).
0
Como uy, — i, se prueba que x;(-) converge puntualmente a

(1) = R(t)x0+ R(2) /O "R(s)"'B(s)a(s)ds, Vit € [0,T].
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Mids atn, esta convergencia es uniforme, pues la familia (ug)ien es equicontinua en [0,7T]. En
efecto,sean 0 <t < <T:

xk(l‘z) —xk(tl) = R(l‘z)xO —I-R(l‘z) /Ot2 R(s)*lB(s)uk(s) —R(tl)xo —R(l‘l) /Otl R(s)*lB(s)uk(s)dS
= R(IQ) /tlfz R(s)le(s)uk(S)dS-i- [R(lz) —R(ll)] {xo _|-/0’1 R(S)IB(S)uk(S)dS} .

Se concluye usando la continuidad de 7 — R(¢) y el hecho de que (ux)ren s acotada en L2(0, T; R™).

e En este tltimo paso, probaremos que C(i7) < 7, lo que, por la definicién de ¥, implica que
Cla)=1.

Comencemos notando que

» x;(-) — %(-) puntualmente = g(xx) — g(%x).

T T
= x(-) = %(-) uniformemente —> / e ()3, dt — / (1) d.
0 0

Ahora, denotemos por ¢ : L2(0,T;R") — R a

00 = [ luto)y .

que es continua en L?(0,T;R™) (para la topologia fuerte) y (estrictamente) convexa (pues U () es
definida positiva). Entonces, ¢ es semi-continua inferior para la topologia débil. Como u; — i, esto
implica que

¢ (i) < lHminf ¢ (uy).

k—4-o0

Gracias a las convergencias de las partes del costo C(u), tenemos que

y= lim Clu) > C(@).

—foo

Esto termina la prueba de la existencia.

Unicidad. La unicidad es consecuencia de que C : L>(0,T;R™) — R es estrictamente convexa.
En efecto, V¢ € [0,7T]:
= u > |ul? es estrictamente convexa, pues U (t) es simétrica definida positiva.
= u > x,(-) es convexa (por la linealidad de (L)). Esto implica que
 urs |x,(-)|3 es convexa, pues W (t) es simétrica semi-definida positiva.

* ur g(x,(T)) es convexa, pues Q es simétrica semi-definida positiva.

T
] / -dt mantiene la convexidad, pues es un operador lineal.
0

Obs. Este resultado es vdlido si g : R” — R es una funcién continua convexa. También es vilido si
T = 4o, g =0y el sistema (L) es controlable en algin tiempo positivo. La prueba es la misma,
pero hay que asegurar la existencia de trayectorias en [0, 4o0) y de costo finito.

En efecto, si el sistema es controlable en algtin tiempo 7 > 0, entonces existe u € LZ(O, T;R™)
tal que x(T') = 0. Definimos el control

_ u(t), t€10,T],
M(I):{ 0, ¢>T.
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Como la trayectoria asociada es

)E(t):{ x(t), te[0,T],

0, t>T,

se tiene que C(if) < +o0. Con esto probamos

Proposicion 3.3.2 Supongamos la hipétesis (H) en [0, +<0). Si el sistema x' = A(¢)x + B(t)u
es controlable en un tiempo T > 0, entonces el problema LC en [0, +o0) asociado al costo

Clwy= [ (WO +luto) ),

tiene una tnica solucidn.

Principio del mdaximo (caso LC)

Probaremos una condicién suficiente y necesaria para la solucién del problema lineal cuadratico.

Teorema 3.3.3 El par (x(¢),u(r)) es solucién del problema lineal cuadrético si y sélo si existe
p(t) € R" solucién de la ecuacién adjunta

{ P'()" = —p(1)"A(1) +x(t)"W (1), ctpz € (0,T)
p(T)" = —x(T)"Q.

Ademés, el control éptimo u estd dado por

u(t) =U(r)"'B(1)"p(1)

Demostracion. Sea (x(t),u(t)) solucién del problema lineal cuadratico y du(t) € L?(0,T;R™) una
perturbacién de u(z).

o Siu(t) = u(t)+ du(r), la trayectoria asociada es
x(r) = x(1) + ox(¢),

donde )
8x(1) = R(7) /0 R(s)""B(s)8ul(s)ds,

es decir, 0x(t) es la solucién de

o' (1) = A(t)dx(t) + B(t)du(t),
{ &x(0) = 0.

e Como u es minimo de C(u), entonces C(u) = 0 (Ira variacién de C(u)), es decir:
8C(u)du=0,Vdu € L*(0,T;R™).

Ademds, como Q, W(t) y U(t) son simétricas:

%SC(M)&J =x(T)"Qéx(T) + /OT(x(t)"W(t)&c(t) +u(t)"U (1) 6u(r)) dr.
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e Sea p(r) € R" la solucién de la ecuacion adjunta. Entonces:
p(t)" = p(0)"R(r) / ()W ()R(s) ds R(t) " (3.8)
y como p(T)" = —x(T)"Q:
—x(TY"Q = p(O)"R(T) " + / §)"W (s)R(s) ds R(T)"! (3.9)

e Ahora, usando la expresion de x(z), tenemos

/0 L)W () Sx(1) di = /0 (0" () / R(s u(s) dsdi
_ OT;’t(/O ()W (F)R( dr)/R ) B(s)Su(s) dsd.

Integrando por partes, obtenemos

/O )W () Sx(e) dt — / W (R dr / R(s)""B(s)8u(s) ds
/ / AW (FR(F) drR(e) " B(1)Su(t) di
Reconociendo (3.8) y (3.9) en esta expresion, tenemos
/0 ()W (6)3x(6) di =(— p(0)" —x(T)" OR(T / R(s)""B(s)8u(s) ds
- [ ey poy RGBS
=—x(T)"OR(T) /OTR(S)IB(S)&(S) ds — /OTP( )"B(t)Su(t)dt
De la identidad para dx(-), finalmente tenemos
T T
/0 (1YW (1) 8x(r) dt = —x(T)"" Q&x(T) — /0 p(0)7B(1)Su(r) di
e Finalmente, combinando con la expresién de 6C(u)du:
/OT (u(t)"U(t) — p(t)"B(t))du(t)dt =0, Vdu € L*(0,T;R™),
lo que permite concluir que u(¢)"" = p(¢t)"B(t)U ().
Para la reciproca, invirtiendo el argumento se muestra que 8C(u)u = 0, Véu € L?(0,T;R™). Como

C(u) es estrictamente convexa, se concluye que u es un minimo. |

Obs.
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= El resultado también es cierto si
T
Cu) = g(x(T)+ [ (1) +luo) ) ar,

con g : R” — R convexa de clase C'. En este caso:

p(T) = 3 V(x(T))

Si g no es convexa, la condicién es necesaria.

m Caso T = +oo y g(x) = 0. La existencia de soluciones estd garantizada por la Proposi-
ci6n 3.3.2. La caracterizacién del par optimo (x(¢),u(z)) en [0,00) es andlogo al caso [0, T]
cambiando p(T)" = —x(T)Q por

lim p(r) =0

t—ro0

donde p : [0,00) — R" es el vector adjunto.

1
= Sea H(x,p,u) = p'"(Ax+ Bu) — 5(x”Wx+ u"Uu).
Las ecuaciones del Principio del Mdximo se escriben como

x' = H, = Ax+ Bu,
(P)" = —Hy=—p"A+x"W,
H,=0=p"B—u"U.

Se puede ver que se recupera el sistema de control, la ecuacién adjunta y la expresion del
control éptimo.

3.3.2 Funcioén valor y ecuacién matricial de Riccati
Sean T > 0y z € R”". Consideremos el problema LC asociado al sistema

X =A(t)x+ B(t)u,
2 { x(0) =z,

y al costo ,
Cw) = (T + [ (o) + luto) ) .
bajo los supuestos usuales de A(z), B(t), Q, W(t) y U(¢).
Recordemos que bajo la hipétesis de coercividad:

T T
3a>o,vueL2(o,T;Rm),/o |u(t)y§,dzza/0 u(t)dt, (H)

paracadaT >0y z € R", este problema LC tiene una tnica solucién (x(z),u(t)). Por lo tanto, podemos
definir la funcién valor dada por:
S1(2) = min{C(u) /x(0) = z}.

El siguiente resultado establece que el control 6ptimo u(¢) se puede escribir como ciclo cerrado
(control feedback):

donde K(r) € R,
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Teorema 3.3.4 Asumamos la hipétesis de coercividad (H). Entonces, el control éptimo u del
problema LC se escribe como

u(t) = U(1)"'B(t)"E(1)x(r)

donde E = E(t) € R™" es solucién en [0, T] de la ecuacién matricial de Riccati:

E'=W —A"E —EA—EBU'B"E,
(R) E(T)=—
(T)=-0.

Ademis, Vt € [0,T], E(t) es simétrica y

St(z) = —7"E(0)z

Demostracion. Por el Principio del Maximo LC (Teorema 3.3.3), tenemos que paracada 7 >0y
z € R, el par 6ptimo (x(¢),u(t)) estd dado por

x' =Ax+Bu, x(0)=z,
p/tr — _ptrA +XtrW, p(T)tr — —X(T>trQ,
u=U"'B"p.

Supongamos que p(z) se escribe como p(t) = E(t)x(t), donde E(r) € R"™", de forma que
u(t) =U @) 'B@)"E(t)x().
Probemos que E es solucién de (R). Sustituyendo en la ecuacién de p(z), tenemos que
E'x+Ex = —A"Ex+Wx.
Usando la expresion de u(z) en el sistema de x(¢), encontramos
X =Ax+BU 'B"Ex,
y sustituyendo en la identidad anterior obtenemos
E'x+EAx+EBU 'B"Ex = —A"Ex+Wx.

Junto con E(T)x(T) = p(T) = —Qx(T) se concluye que E(z) es solucién de (R). Ademds, como U (1),
W (t) y Q son simétricas, E(t) también lo es.

Inversamente, si E(¢) es solucion de (R), se debe tener p(r) = E(t)x(¢). En efecto, sea ¢(t) =
E(t)y(t), donde

Yy =Ay+Bv, y(0)=z,
v=U"'B"Ey.

Entonces, como ¢' = E'y+ Eyy E es solucién de (R), tenemos que

¢ =(W—A"E—EA—EBU 'B"E)y+EAy+EA—EBU 'B"Ey
=—A"Ey+Wy.
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Ademas, ¢(T) = E(T)y(T) = —Qy(T), con lo que g(t) es solucién de

{ q = —A"q+Wy,
q(T)=—0y(T),

es decir, (y(t),q(t),v(t)) satisface las ecuaciones del Principio del Maximo LC. Por lo tanto, (y(¢),v(7))
es un par 6ptimo. Por unicidad de la solucién:

(), v(1)) = (x(1), u(®)) y q(1) = p(2).

En particular, p(t) = E(t)x(t) y u(t) = U~ (t)B" (¢)E(t)x(¢).
Por otro lado, si (x(¢),u(t)) es un par 6ptimo, se tiene Sy (z) = C(u). Notemos que

;i( trEx) ;;t(p x) p/trx+ptrxl

= —p"Ax+xX"Wx+ p""Ax+ p""Bu

= [xfiy + luld,

donde hemos usado que p"”B = u'"U. Integrando entre 0 y T, obtenemos
T
—Z"E(0)z = —x"(T)E(T)x(T) + /0 (le(0) iy + ()5, ) e
T
= (VO + [ (1¥0)fy + () )
= C(u)v

de donde deducimos que S7(z) = —z""E(0)z.
Para finalizar la demostracién, necesitamos verificar que la solucién de (R) estéd definida en todo
[0,T]. Si no fuera el caso, existirfa 7 € (0,7) tal que

|E(t)] — 4o cuando t—7".
En particular, VA > 0, 3t € (7,T], 3x; € R” con |x, | = 1 tal que
]x’;{E(t,l)xM > A.

Ahora, consideremos el problema LC en [f;,T]. Sabemos que existe una unica trayectoria x(t)
optimal caracterizada por

¥ =Ax+BU'B"p, x(t;) =x;,
=—A"p+Wx, p(T)=—-0x(T).

En este caso, el costo estd dado por
2 r 2 2
Clu) = |X(T)lp+ +/t (@)l + u(®)ly) ar
A
Como E(t) estd bien definido en [ty , T}, se tiene

St (x3) = =X E(ty)xy
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Ademas,
St—1, (x3) <C(0) < c\x,ﬂz =c,

donde la segunda desigualdad es consecuencia de la continuidad de x(¢) con respecto a la condicién
inicial x; y ¢ = ¢(A, B, Q,W,U) es una constante positiva (notar que ¢ es independiente de x; ). Entonces,

| =XJE(t3)x| = ST, () < c.

Basta tomar A > ¢ para llegar a una contradiccion.
Esto finaliza la demostracion del Teorema 3.3.4. |

3.3.3 Aplicaciones de los problemas LC
Problema de regulacién o de persecucion
Consideremos el problema lineal

{ ¥ = A)x+B(1)u,
x(0) = xo,

y una trayectoria (arbitraria) & (t) € R", 7 € [0,T], & = £(0).

El problema de regulacion o persecucion consiste en determinar un control # tal que la trayectoria
x(+) siga lo mejor posible a £ (-) (trayectoria de referencia).

Definamos el error sobre [0,T]: z(t) := x(t) — &(¢). Entonces, z(+) es solucién de

{ Z =A(t)z+B(t)u+r(t),
2(0) = xo — o,

donde
r(t) =A(1)E(r) = &' (1)

Parece razonable minimizar el error mediante el costo:

Clw) = (s + [ (00 + () )

con Q, W(t) y U(t) matrices de ponderacion.
Para reducir este problema a un sistema con » = 0, definimos

(1) = (Z(lt)> e R

Entonces, tenemos que Z(-) resuelve

7 =A)z+B(t)u, z0)= (xo I &’) :

donde

y minimizamos el costo
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(5. w-(22)

Asi, podemos aplicar los resultados anteriores (Teorema 3.3.4) a Z(-), esto es, existe (un tnico)
control éptimo que se escribe como:

donde

donde E es solucion de la ecuacién de Riccati:

{

Er) = Qﬁg) Z((’ID h(t) €R", a(t) €R,

Y

' =W —A"E — EA—EBU-'B'E,

el

=
<

Si escribimos

vemos que E(-), h(+) y a(-) es solucién de
E'=W —A"E —EA—EBU~'B"E, E(T)=—0,
W =—A"h—Er—EBU 'B"h, h(T) =0,
o' = —-2r""h—h"BU'B'"h, a(T) =0.

Entonces, tenemos el siguiente resultado

Teorema 3.3.5 Sea &(-) € R” una trayectoria sobre [0, 7] y consideremos el problema de regulacién
(o persecucion) para el sistema

{ X' =A(t)x+ B(t)u,
x(0) = xo,

donde se quiere minimizar el costo

Clw) = (1)~ E@R+ [ () Wy + () o
Entonces, existe un tnico control éptimo que se escribe como

u(t) = U(6) B(0)E() (x(r) — £(0)) + U (1) B() "h(r),
donde E(r) € R" y h(t) € R" son soluciones sobre [0,7] de

E'=W —A"E—EA—EBU'B"E, E(T)= -0,
W =—A"h—E(A(t)E(r)—&'(t)) —EBU'B"h, h(T)=0.

Ademds, E(t) es simétrica y el costo minimo es
— (x(0) —£(0)) "E(0) (x(0) — £(0)) —2A(0)" (x(0) — £(0))
- / (2(A(t)§(t) —&'(1))"h(r) +h(t)"B(t)U(t)”B(t)"h(t)> dr.

0
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Problema de persecucion de una salida
Consideremos el sistema

{ x' =A(t)x+ B(t)u, x(0) = xo,
y = C(t)x,

donde C(t) € RP*" (p < n). Dada una trayectoria & (t) € R?, ¢ € [0,T], buscamos un control u tal que
la observacién y(t) sea cercano a & ().
Sea el error z(¢) := y(t) — & (¢). Proponemos el costo a minimizar siguiente:

Cu) = 2(T) 5+ /O T(Iz(t)lév + |u(r)[3) dr

En este caso, consideremos la variable aumentada

y transformamos el problema en

donde
(AW O\ . (BO)\ A ( CTYQC(T) —C(T)QE(T)
A“‘( 0 0)’3@‘( 0> Q‘( E(TYTQC(T)  E(T)QE(T) )

o COTW)CE)  —Ce)"W()E ()
W) = (—ar)frvv(t)cm E(1)"W(DE () ) ‘

De esta forma, el (tinico) control éptimo estd dado por
u(t) = U(6)~'B(t)"E(t)x(r) + U (1)~ B(1)"h(r),
donde E(r) € Ry h(t) € R” son soluciones en [0,T] de

E'=C"WC—A"E —EA—EBU'B"E, E(T)=—C(T)QC(T),
W =—-C'"WE—A"h—EBU'B"h, h(T) = C(T)QE(T).

Ademds, E(r) es simétrica y el costo minimo es
—x(0)""E(0)x(0) — 21(0)"x(0) — (0),
donde o (7) € R es solucién de

o = étrwétr —htrBU_]Btrh, (X(T) — —é(T)tng (T)
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