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cAPiTULO 1

TEORIA DE CONJUNTOS Y FUNCIONES

1.1 Conjuntos

Definicién 1.1. Un conjunto es una coleccién de objetos, llamados sus elementos.

La relacion béasica entre un objeto y un conjunto es de pertenencia:

e xr € A: “x pertenece a A”

e ¢ A: “x no pertenece a A”

Por lo general, un conjunto se define a partir de una funcidon proposicional p(x) sobre un conjunto
universal F:
Ve € E,x € A < p(x).

Por lo general, escribiremos:

A={zxcE/p(x)}.

Definicién 1.2 (Conjunto vacio). Se define el conjunto vacio como un conjunto que no tiene elementos.
Se denota como (.
Vre E,x €l) < F,

o equivalentemente:
Ve e E,xz ¢ .

Ejemplo: {z / x £z} = 0.

Nota: A veces, por comodidad, omitiremos escribir “z € E” cuando el contexto lo permita.

1.1.1 Relaciones entre conjuntos

e A C B: “A subconjunto de B” (también se anota A C B)

ACB < (Vz,z€ A = z € B).

Observacion. Esta definicién no excluye el caso A = B (a pesar de la notacién). Ademas:

A=B <+ (Vz,x€ A < z€B) (por definicién de C)
— Vr,(rt€A = z€B)AN(z€B = z€A) (por propiedad de <)
< ACBABCA. (por definicién de C)

Esta propiedad es muy 1til para demostrar que dos conjuntos son iguales.
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e Si AC By A # B, sedice que A es subconjunto propio o estricto de B. Cuando sea el caso y se quiera
remarcar, lo anotaremos como A C B.

La relacion de inclusién A C B es:
e Reflexiva: A C A, cualquier conjunto A.
e Anti-simétrica: ACBABCA = A=B.
e Transitiva: ACBABCC = AcCC.
Observacion. Se dice que “C” es una relacion de orden parcial.

Ejemplo: | C A C E, para todo A C E.
En efecto, como Vz,z € ) es falso, entonces

Ve,r€) = €A

es verdadero, es decir, ) C A. Por otro lado, como Vz,z € E es verdadero, entonces
Vet € A — z€F

es verdadero, es decir, A C E.

Definicién 1.3 (Conjunto potencia). Dado A C E, se define P(A) como el conjunto de las partes o
conjunto potencia de A:
PA)={XCE/XcCA}
XePA) < X cCA
Ejemplo: Sea A = {a,b,c}. Entonces,

P(A) = {{a}, {b}, {c}, {a,b},{a, c}, {b,c}, 0, A}.

Observacién. Para todo conjunto A, se tiene que P(A) # 0, pues, por definicién, ) € P(A) y A € P(A).

1.1.2 Operaciones entre conjuntos (o dlgebra de conjuntos)

Definicién 1.4 (Unién). Se define la unién de A y B como el conjunto

AUB={re€ E/x € AVzx e B}

(se lee “A unién B”).
Ve,t € AUB < xz€ AVzx € B.

Definicién 1.5 (Interseccién). Se define la interseccién de A y B como el conjunto
ANB={ze€ E/x € ANx € B}

(se lee “A interseccién B”).

Ve,r e ANB < x€ ANz € B.
Observacion. Si AN B = (), se dice que A y B son disjuntos.

Ejercicio: Probar que
XCYNWCZ = XnWCYNZ)AN(XUWCYUZ)

Probemos que X CYAW C Z = XNW CYNZ, es decir, asumamos que X CY AW C Z,y
mostremos que X NW C Y N Z. Para esto, tomemos cualquier x € X N W y probemos que x € Y N Z.
Notemos que
reXNW <<= zeXAzxeW (por definicién de C)
= zeYANzeZ (puessXCYyWCcCZ)
— =zeEYNZ, (por definicién de C)

que es lo que queriamos probar.
Queda propuesto probar que X CYAW CZ = XUW CYUZ.
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Proposicién 1.1. Sean A, B,C C E, donde E es el conjunto universo. Entonces:
1. AUA=A AnA=A
2. AUD=A, ANn)=0.
3. AUE=FE, AnE=A.
4. AUB=BUA, ANB = BN A (conmutatividad).
5 AU(BUC)=(AUB)UC, AN(BNC)=(ANB)NC (asociatividad).
6. AUBNC)=(AUB)N(AUC), AN(BUC)=(ANB)U(ANC) (distributividad).

Ejercicio: Demostrar estas propiedades usando la definicién de unién e interseccion y las propiedades
de conectivos 16gicos.

Definicién 1.6. (Diferencia) Se define la diferencia de A y B como el conjunto
A\B ={z/xr € ANz ¢ B}

(se lee “A menos B”).
Ve, € A\B <= z€ ANz ¢ B.

Definicién 1.7 (Complemento (con respecto a E)). Se define el complemento de A como el conjunto
A ={z/x ¢ A}
(se lee “Complemento de A” o “A complemento”).
Ve,z € A° <= z ¢ A.
Ejercicio: Probar que A\B = AN B°.
Proposicién 1.2. Sean A, B C E, donde E es el conjunto universo. Entonces:
1. (AUuB) = AN B, (AN B)¢ = A°U B“.
2. (A%)¢ = A.
3. AUA=E, AnNA=10.
Ejercicio: Probar estas propiedades.
Definicién 1.8 (Producto cartesiano). El producto cartesiano entre A y B se define como el conjunto
Ax B={(z,y)/x € ANy € B}.
Observacion. (x,y) = (a,b) <= z=aAy=h.
Ejercicio: Probar las siguientes propiedades:
1. ACCABCD = AxBcCCxD.
2. (AxB)N(CxD)=(ANnC)x (BND).
3. (AxB)U(CxD)cC(AUC)x (BUD)
Preguntas:

1. En 1., jes cierta la reciproca?
Si. Pruébelo.

2. En 3., jes cierta la inclusién inversa?
No es dificil construir un contraejemplo: Sean A = B = {a} y C = D = {¢}, donde a # ¢. Entonces:
e (Ax B)U(C x D) ={(a,a)}U{(c,0)} ={(a,a),(c,c)}.
e (AUC) x (BUD) ={a,c} x {a,c} ={(a,a),(a,c),(c,a),(c,c)}.
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1.2 Funciones

Definicién 1.9. Una tupla f = (A, B, G) se dice funcién de A en B si
1. GCAxB
2. Ve e A,y e B, (z,y) €G

Observaciones. e G se llama grafo de f. Se denota Gr(f).
o A se llama dominio de f. Se denota dom(f).
e B se llama codominio de f o conjunto de llegada de f. Se denota cod(f).

e Dado (z,y) € G,
e ¢ se llama preimagen de y;

e y se llama imagen de x.

Notacién: Usualmente, una funcién de A en B se denota como f: A — B. Mas ain, por unicidad de
la imagen, dado x € A denotamos f(x) el Unico elemento en B tal que (z, f(z)) € G. Asi, tiene sentido la
notacién

f:A—>B
x> f(z).

Con esta notacién, tenemos que

f:A— Besfunciéon <= Ve € A,y € B,y = f(x).

Definicién 1.10 (Igualdad de funciones:). Sean f: A — By g: C — D funciones. Decimos que f es
igualagsiysolosi A=C, B=DyVze A, f(x) =g(x).
Esto es,
f =g <= dom(f) =dom(g) A cod(f) =cod(g) A Vz € A, f(x) = g(x).

Definicién 1.11 (Inyectividad). Una funcién f: A — B se dice inyectiva (o 1-1) si:

Vo,ye A,x £y = f(x) # f(y),

o equivalentemente,
Ve,y € A, f(x) = fly) = x=uy.

Ejemplo: A C B, la funcién inclusién
i:A—> B
i) =x
es inyectiva.
Ejemplo: Una funcién de la forma f : A — {y} no es inyectiva, a menos que A = {z} (es decir, que A

sea un singleton).

Definicién 1.12 (Sobreyectividad). Una funcién f : A — B se dice sobreyectiva (o sobre, o epiyectiva)
si:

Yy e B,z € A,y = f(x).



CAPITULO 1. TEORIA DE CONJUNTOS Y FUNCIONES

Ejemplo: Las funciones proyeccion

m:AxB— A

(z,y) = m(z,y) =

M AX B — A
(z,y) = mo(2,y) =y
son sobreyectivas.
Ejemplo: La funcién
fiA—={y, 2}
x> flz) =y
no es sobreyectiva (a menos que y = z).
Definicién 1.13 (Biyectividad). Una funcién f : A — B se dice biyectiva (o biyeccidn) si es inyectiva y
sobreyectiva.
Ejemplo: La funcién identidad
id:A— A
z—id(z) =z
es biyectiva.

Observacion.
f:A— B es biyectiva <= Vy € B,3lz € A,y = f(x).

Sif:A— B(x—y= f(x)) es biyectiva, se puede construir
g:B— A
y =z =g(y),

donde y = f(x). Esto es

g(y) =2 = f(z)=y.

Pregunta: ;g es funcion?
Notemos que

f:A— Bbiyectiva <= Vye B,3lxze€ Af(z) =y, (por definicién de biyectividad)

<— VyeB,xzeAgly) =z (por definicién de g)
<= g¢:B — A es funcién (por definicién de funcién).

La respuesta es s, vy a g : B — A se le llama funcidn inversa de f, se denota f~! y estd caracterizada
por

Vee AVyeB, [Tl'(y)=z < f(z)=uy.

Definicién 1.14. Una funcién f: A — B se dice invertible si tiene inversa.

Observacion. Por la definicién y construccién anteriores, tenemos

f:A— B esinvertible <= f es biyectiva.
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Ejercicio: Sea E conjunto universo, y sean A, B C E. Se define la funcién:
f:PE)— PE)
X = f(X)=ANn(BUX).
Demuestre que:
1. Si B # 0, entonces f no es inyectiva.
2. Si A # FE, entonces f no es inyectiva.
3. Si A # FE, entonces f no es sobreyectiva.
Solucién:
1. Notemos que
f)y=An(Bup)=ANB
f(B)=An(BUB)=AnNB.
Como B # 0y f(B) = f(0), se tiene que f no es inyectiva.

2. Notemos que

F(A)=AN(BUA) = 4,

pues ACBUA,y
f(E)=AN(BUE)=ANE=A.

Como A# Ey f(A) = f(E), se tiene que f no es inyectiva.
3. Basta encontrar Y C F tal que f(X) # Y para todo X C E. Notemos que para todo X C FE, se tiene
AN(BUX)C Ay A C E. Entonces, basta tomar Y = A°.

1.2.1 Conjunto imagen

Definicién 1.15 (Conjunto imagen). Sean f: A — By X C A. Se define el conjunto imagen de X por f
como

fX)={yeB/3weXy=f(x)},

o equivalentemente

fX)={f(z) [z e X}
Ejemplo: Sea f: N — N, f(z) = 2z. Entonces,
f({1,2,3}) = {2,4,6}.
Ejemplo: Sea f:Z — Z, f(x) = 2%. Entonces,
f({-1,0,1,2}) ={0,1,4}.
Observacion. eVyeB, ye f(X) < JreX,y=f(x).
e VX C A, f(X)CB.
e f sobreyectiva < f(A)= B.
o f(A) se llama imagen de f. Se denota Im(f).
Proposicién 1.3. Sean f: A — B, X, Y C A. Entonces:

1L f(XUY) = f(X)Uf(Y).
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2. f(XNY)C f(X)NfY) (con igualdad si f es 1-1).
3. XCY = f(X)cCf(Y).
4. f(0) =0.

Demostracion. 1. Sea z € f(X UY). Por definicién, existe z € X UY tal que z = f(x). Ahora, si x € X,
entonces z € f(X). Por otro lado, si x € Y, entonces z € f(Y). Esto dice que z € f(X) o z € f(Y), es
decir, z € f(X)U f(Y).

Sea z € f(X) U f(Y) y mostremos que existe w € X UY tal que z = f(w). Como z € f(X) oz € f(Y),
existe x € X tal que z = f(x) o existe y € Y tal que z = f(y). Definamos

w:{x, siz = f(x),
Yy, siz=f(y)yz# f(z)

Es claro que w € X UY y que z = f(w).

2. Sea z € f(X NY). Por definicidn, existe z € X NY tal que z = f(x). Como z € X y x € Y, entonces
z € f(X)y z € f(Y), respectivamente, lo que dice que z € f(X) N f(Y).
Veamos la inclusién inversa. Sea z € f(X) N f(Y). Como z € f(X) y z € f(Y), podemos asegurar que

FreX,z=fx)ANFyeY,z= f(y).

Notemos que no podemos asegurar que z € Y ni y € X para concluir que z € f(X NY), salvo si f es
inyectiva. En efecto, en este caso, como z = f(x) y z = f(y), tenemos que f(z) = f(y), lo que implica que
r =y. Entonces, x € X NY y se concluye.

3. Sea z € f(X) y probemos que z € f(Y). Notemos que existe z € X tal que z = f(z). Como X C Y,
entonces x € Y y, por lo tanto, z € f(Y).

4. Directa de la definicién de conjunto imagen. O

Observacion. La inclusién de la propiedad 3. es estricta si f no es inyectiva. En efecto, sean x,y € A tales
que z #Zyy f(z) = f(y). Tomamos X = {z} e Y = {y}, con lo que tenemos que f(X NY) = @, pues
XNY =0, pero f(X)N f(Y) = {f(2)}.

1.2.2 Conjunto preimagen

Definicién 1.16 (Conjunto preimagen). Sean f: A — B eY C B. Se define el conjunto preimagen de Y
por f como

) ={z e A/ fx) eV}

Ejemplo: Sea f: N — N, f(z) = 2z. Entonces,
L2830 = {1}

Ademds, notemos que f(f~1({1,2,3})) # {1,2,3}.
Ejemplo: Sea f:7Z — 7Z, f(x) = 2. Entonces,

f71({0,1,4}) = {-2,-1,0,1,2}.
Ademds, notemos que f~1(f({-1,0,1,2})) # {-1,0,1,2}.

Observacion. eVzeA ze f7HY) & f(x)eY.

e VY C B, f7}(Y)CA.
e Puede pasar que f~1(Y) = () (en particular, si f no es sobre).

Proposicién 1.4. Sean f: A — B, X,Y C B. Entonces:

L fTHXUY) = fHX) U FHY).

10



CAPITULO 1. TEORIA DE CONJUNTOS Y FUNCIONES

2. fHXNY) = fTHX) N fHY).
3. XCY = fYX)cfYY).
4. f7H0) =

Demostracion. 1. Notemos que

refHXUY) <« f(z)eXUY (por definicién de preimagen)
— flr)eXVflx)eY (por definicién de U)
— xcf Y X)Vvae fL(Y) (por definicién de preimagen)
— zefrX)UfHY) (por definicién de U),

lo que demuestra la propiedad.

2. Completamente andloga a I..

3. Sea x € f~1(X) y mostremos que x € f~

f(x) €Y, es decir, z € f~1(Y).

4. Directo de la definicién de conjunto preimagen.

L(Y). Como, por definicién, f(z) € X y X C Y, entonces

O

Proposicién 1.5. Sea f: A— B, X C A, Y C B. Se tiene:

1. X C f7Yf(X)) (con igualdad si f es 1-1).

2. f(f~Y(Y)) CY (con igualdad si f es sobre).

Ejercicio: Demostrar estas propiedades.

1.2.3 Composicion de funciones

Definicién 1.17. Sean f : A — B, g : B — C funciones. Se define la funcién go f : A — C, llamada

composicion de f y g, como
Ve e A,

(go f)(x)

=9(f(2)).

Ejemplo: Sea f: N =N, f(n) =2n,y ¢g: N —= N, g(n) =n+ 3. Entonces, g o f es la funcién
(go f)(n) =g(f(n))

Por otro lado, f o g es la funcién

(fog)(n) = flg(n)) =

=g(2n) =2n+ 3.

f(n+3)=2(n+3)=2n+6.

En particular, la composiciéon de funciones no es conmutativa.

Observacion. e En realidad, basta tener Im(f) C dom(g) para que g o f esté bien definida.

eSif:A—B,g:B—C,h:C — D,setiene (hog)o f=ho(go f) (asociatividad). En efecto, sea

x € A. Por definicién:
((hog)

o f)(z)

(hog)(f(z))
h(g(f(x)))
h((g o f)(x))
(ho(go f))(x).

Proposicién 1.6. Sean f: A— B, g: B — C, o bien, tales que Im(f) C dom(g). Entonces:

1. fygsonl-1 = gof esl-1.

2. f yg son sobre = go f es sobre.

11
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3. f y g son biyectivas = go f es biyectiva.
4. gofesl1 = fesl-1.
5. go f es sobre = g es sobre.
SiXCA ZcCC:
6. (g0 f)(X) = g(f(X)).
7. (go /)TN 2) = fHg7H(2)).
Demostracion. 1. Sean x,y € A tales que (go f)(x) = (go f)(y). Probemos que z = y. Por definicién,

)
tenemos g(f(x)) = g(f(y)). Como g es 1-1, entonces f(z) = f(y), lo que a su vez implica que x =y, por la
inyectividad de f.

2. Sea z € C'. Mostremos que existe z € A tal que (go f)(z) = z. Como g es sobre, entonces existe y € B
tal que g(y) = 2z, y como f es sobre, entonces existe € A tal que f(z) = y. Este es el elemento buscado,
pues g(f(z)) = g(y) = z.

3. Consecuencia directa de 1. y 2..

4. Sean z,y € A tales que f(x) = f(y). Entonces, g(f(z)) = g(f(y)), es decir, (g0 f)(z) = (g0 f)(y).
Como go f es 1-1, tenemos x = y.

5. Sea z € C. Mostremos que existe y € B tal que g(y) = z. De la sobreyectividad de g o f, obtenemos
la existencia de x € A tal que g(f(x)) = z. Basta tomar y = f(x) € B para concluir.

6. Sea z € (go f)(X). Tenemos que existe z € X tal que z = g(f(z)). Como f(x) € f(X), se tiene que

z € g(f(X)).
Sea z € g(f(X)). Tenemos que existe y € f(X) tal que z = g(y). Por otro lado, existe x € X tal que

y = f(x). Entonces, z = g(y) = g(f(z)) = (g o f)(z), con x € X, lo que implica que z € (go f)(X).

7. Notemos que

r€(gof) H(2) <<= (gof)(x)eZ (por definicién de preimagen)
= g(f(x) ez (por definicién de composicién)
— f(x)eg Y2 (por definicién de preimagen)
< xz€ f g1 Z)) (por definicién de preimagen),
lo que demuestra la propiedad. O

1.3 Ejercicios

Ejercicio 1.1. Usando tablas de verdad, demuestre las propiedades de asociatividad y distributividad de
los conectivos l6gicos A and V, es decir, si p, ¢ y r son proposiciones cualesquiera, demostrar

(a) pA(gAT) <= (PAg) AT
(b) pV(gVr) <= (pVa)Vr.
(c) pA(gVr) <= (pAg)V(pAT).
(d) pV(gAr) <= VAPV

Ejercicio 1.2. Sin usar tablas de verdad, pruebe que las siguientes proposiciones son tautologias:
(a) (qu — p/\r) = ((q = p)A(p = r))
b)) (p = DA(r = ¢ = (p = 7).

€ (p = DAFVeAT) = P
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CAPITULO 1. TEORIA DE CONJUNTOS Y FUNCIONES

Ejercicio 1.3. Se define el conectivo 1égico | como plg <= pV ¢. Escriba usando sélo el conectivo |,
proposiciones equivalentes a las siguientes:

(a) p.
(b) pVva.

(c) pAg.

Ejercicio 1.4. Sean las proposiciones r y s siguientes:
r: (Vo) (p(z) = q).
S (Vx,p(x)) = q.
(a) Niegue la proposicién r.
(b) Niegue la proposicién s.

(c¢) De las dos implicancias, (r = s) y (s = r), determine la que corresponde a una tautologia. Por
supuesto, justifique su eleccion.

Ejercicio 1.5. Pruebe las siguientes propiedades de la unién y la interseccion de conjuntos usando las
definiciones dadas en clases (sin dibujos):

e AUA=A. e ANA=A

e AUE=F. e ANE =A.

e AUB=BUA. e ANB=BnNA.

e AUB=A < BCA. e ANB=A < ACB.

AU(BUC) = (AUB)UC.

AN(BNC)=(AnB)NC.
AN(BUC)=(ANB)U(ANC).

AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

Ejercicio 1.6. Pruebe las siguientes propiedades usando las definiciones dadas en clases (sin dibujos):

e (AUB)° = A°( Be. e P(A)NP(B) = P(AN B).
. <A‘“‘B)CZACUBC~ « P(A)UP(B) C P(AUB).
: ;A;)::Aé « (Ax B)n(Cx D)= (ANC) x (BN D).
e ANA°=1. e (AxB)U(CxD)c (AUC)x (BUD,).

Ejercicio 1.7. Sean A, B, W conjuntos tales que (ANW) C (BNW)y (ANW?®) C (BN W¢). Demuestre
que A C B.

Ejercicio 1.8. Sean A y B conjuntos. Demuestre que ((A°NB)U (AN B®) =B) = (A=10).

Ejercicio 1.9. Sean X, Y, Z conjuntos no vacios. Sea las funciones s : X — Y, t:Y — Z. Demuestre que:

(a) (tos) sobreyectiva = t sobreyectiva.

13
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(b) (tos) inyectiva => s inyectiva.

(¢) (tos) sobreyectiva A ¢ biyectiva = s sobreyectiva.

Hint: Puede usar el hecho de que la inversa de una funcién biyectiva es biyectiva y que la composicion
de funciones sobreyectivas es sobreyectiva.

(d) (tos) inyectiva A s biyectiva = t inyectiva.

Ejercicio 1.10. Sean A, B, C conjuntos no vacios. Sean las funciones f: A —- B, g: B— C, h: C — A,
tales que (f o goh) es inyectiva, (go ho f) es inyectiva, y (ho f o g) es sobreyectiva. Demuestre que las tres
funciones f, g, y h son biyectivas.

Hint: Puede ser ttil usar los resultados de la pregunta anterior.

Ejercicio 1.11. Sean A, B, C conjuntos no vacios. Sean las funciones f: A — B, g: B — C.

(a) Demuestre que si f y g son biyectivas, entonces go f : A — C es invertible. Ademds, muestre que se
cumple (go f)™! = ftog™t.

(b) Demuestre mediante un contraejemplo que la inversa no es cierta, es decir, que si go f : A — C es
invertible, entonces no necesariamente f y g lo son.

Ejercicio 1.12. Sea E conjunto universo. Sea A C F tal que A # E. Estudie la inyectividad y la
sobreyectividad de la funcién f definida como:

f:P(E) — P(A)
X f(X)=XNA.

Ejercicio 1.13. Sea f : A — B una funcién.
1. Demuestre que:

(a) VX C A, X C f7H(f(X)).
(b) VY C B, f(f~1(Y)) CY.

Muestre, mediante un ejemplo concreto, que la inclusién puede ser estricta.

2. Demuestre que:

(a) VX C A, X = f1(f(X)) <= f es inyectiva.
(b) VY C B, f(f~1(Y)) =Y <= f es sobreyectiva.
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CAPITULO 2

NUMEROS NATURALES, CONJUNTOS FINITOS E INFINITOS

2.1 Numeros Naturales

Sea N un conjunto no vacio y s : N — N una funcion.

Suponemos que s satisface los siguientes axiomas:

1. s : N — N es inyectiva: Ym,n € N, s(m) = s(n) = m =n.

2. 311 € N tal que 1 # s(n),Vn € N.

3.Si X CNestalque 1 € X y s(X) C X, entonces X = N.
Observacion. e Los axiomas anteriores se llaman Axiomas de Peano.

e Los elementos de N se llaman Ndmeros Naturales.

e Para cada n € N, s(n) se llama sucesor de n.

e La propiedad 2. dice que todo n € N\ {1} es sucesor de algin m € N.

e La propiedad 3. se llama Principio de induccién. Ademas, como

s(X)CX < (WneNne X = s(n) € X),
se puede enunciar como

SiXCNestalquel e X yVneN;ne X = s(n) € X, entonces X = N.

El Principio de induccién también se puede enunciar como:

Sea p(n) una funcién proposicional sobre N:

p(1) A (Vn eN, p(n) = p(s(n))) = Vn € N,p(n)

En la préctica, para demostrar que p(n) es verdadera ¥n € N, se considera el conjunto X = {n € N/ p(n)}
y se prueba que:

1. 1e X.
2.¥neN, ne X = s(n) € X.

Ejemplo: Vn € N, s(n) # n.

En efecto, sea X = {n € N / s(n) # n} y mostremos que X = N.

Por el axioma 2, 1 # s(1), por lo que 1 € X.

Sea n € X. Por definicién de X, s(n) # n. Como s es inyectiva (axioma 2), tenemos s(s(n)) # s(n), es
decir, s(n) € X. Por el Principio de induccién (axioma 3), concluimos que X = N.
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2.1.1 Adicién y multiplicaciéon en N

Definicién. Se definen las operaciones +: N X N — Ny - : N x N — N mediante:

m+1=s(m)
m+ s(n) = s(m+n)
m-1=m

m-s(n)=m-n+m
Observacion. e La definicién anterior nos permite escribir “n + 1”7 en lugar de s(n).
e La segunda igualdad dice: Conociendo m + n, podemos conocer m + (n +1) = (m +n) + 1.
e La cuarta igualdad dice: Conociendo m - n, podemos conocer m- (n+1) =m-n+m.
e En general, omitiremos el “” : m-n = mn.
Proposicién 2.1. Vm,n,p € N, se tiene:
1. Asociatividad: (m +n)+p=m+ (n+ p), m(np) = (mn)p.
2. Conmutatividad: m +n =n+ m, mn = nm.
3. Distributividad: m(n + p) = mn + mp.

4. Ley de cancelacion o corte: n+m=p+m = n=p, nm=pm = n=7p.

Demostracion. 1. Probemos la propiedad para + usando el Principio de induccién. Sean n,m € Ny
X={peN/(m+n)+p=m+(n+p)}

Por definicién de +, tenemos que m + (n + 1) = (m +n) + 1, es decir, 1 € X.
Sea p € X. Tenemos que

(m+n)+s(p) = s((m+n)+p) (por definicién de +)
= s(m+(n+p) (puespeX)
= m+s(n+p)  (por definicién de +)
= m+(n+s(p)) (por definicién de +),

lo que implica que s(p) € X.
Entonces, por el Principio de inducciéon, X = N.

2. Propuesto (ver Guia 2).

3. Seann,meNy
X ={peN/m(n+p)=mn+mp}.

Notemos que 1 € X, pues

mn+1) = ms(n) (por definicién de +)
mn +m (por definicién de -)
m-n+m-1 (por definicién de -).

Sea p € X. Tenemos que

m(n+s(p)) = ms(n+p) (por definicién de +)
m(n+p)+m  (por definicién de -)
(mn +mp) +m (pues p € X)
(
(

mn + (mp+m) (por asociatividad de +)
= mn+ ms(p) por definicién de ),

lo que implica que s(p) € X.

Entonces, por el Principio de inducciéon, X = N.
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4. Probemos la propiedad para +. Sean n,p € Ny

X={meN/n+m=p+m = n=np}.

Supongamos primero que n 4+ 1 = p+ 1, lo que es equivalente a s(n) = s(p). Por la inyectividad de s,
se tiene que n = p. Esto dice que 1 € X.

Seam € X y supongamos que n+s(m) = p+s(m). Por la definicién de +, tenemos s(n+m) = s(p+m),
lo que implica que n + m = p + m, por la inyectividad de s. Como m € X, se tiene que n = p y, por
lo tanto, s(m) € X.

Entonces, por el Principio de inducciéon, X = N.

2.1.2 Relacion de orden en N

Definicién 2.1. Dados m,n € N, decimos que m es menor que n (se denota m < n) si Ip € N tal que
n=m-+p.
Analogamente, decimos que m es mayor que n (se denota m > n) si existe p € N tal que m =n + p.

Observacion. m < n <= n > m.

Notacion:
m<n < m<n V m=n,

m>n < m>n V m=n.

m < n se lee “m menor o igual que n” y m > n se lee “m es mayor o igual que n”.
Lema 2.2. Sea n € N. Entonces:

1. n < s(n).

2. 1< n.

3. No existe p € N tal quen <p <n+1.
Demostracion. 1. Basta notar que s(n) =n+1, ¥n € N.

2. Sin =1 es evidente. Sea n € N\ {1}. Del axioma 2, tenemos que existe m € N tal que n = s(m).
Entonces, n = m + 1, lo que implica que 1 < n.

3. Procedamos por contradiccién (o reduccién al absurdo). Supongamos que existen n,p € N tal que
n < p <n+ 1. Esto asegura la existencia de ¢,r € Ntal quen+1=p+¢q y p =n+r. Entonces,
n+1=mn+r+q. Porla Ley de cancelacién o de corte, obtenemos 1 = r + ¢, lo que contradice el

punto anterior.
O

Observacion. Si denotamos: 2 := s(1), 3 := s(2) = s(s(1)), 4 := s(3) = s(s(2)) = s(s(s(1))), ..., gracias al
Lema 2.2 podemos ordenar los Nimeros Naturales como:

1<2<3<4<---

Proposicion 2.3. La relacion definida arriba tiene las siguientes propiedades:
1. Transitividad: m <nAn<p = m <p.

2. Tricotomia: Dados m,n € N, sélo ocurre una de las siguientes alternativas:

m=n, m<mn,0 m>n.

3. Monotonia: m <n = VpeNm+p<n+p A mp <np.
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Demostracion. 1. Como m < n, existe ¢ € N tal que n = m + ¢. Asimismo, como n < p, existe r € N tal
que p = n + r. Entonces,
p=n+r=(m+q+r=m+(q+r).

Seat =q+r € N. Como p=m+t, entonces m < p.

2. Propuesto. Hint: Probar primero que a lo mas una de las proposiciones puede ser cierta. Luego,
usando el Principio de induccién sobre n y m fijo, probar que al menos una de las proposiciones es
cierta.

3. Sea p € N. Como m < n, existe ¢ € N tal que n = m + q. Entonces,
n+p=(m+q)+p=m+(g+p)=m+(p+q) =(m+p)+gq,

lo que muestra que m +p < n + p.

Anélogamente, se prueba que mp < np.

2.1.3 Principio de Buen Ordenamiento (PBO)

Proposicién 2.4 (PBO). Todo subconjunto no vacio A C N posee un elemento minimo, es decir, Ip €
AVne A p<n.

Demostracion. Primero notemos que si 1 € A, la prueba termina, pues 1 serfa el elemento minimo (por Lema
2.2).
Supongamos que 1 ¢ A. Para cada n € N, definimos el conjunto

I,={meN/m<n}={1,2,...,n}.

Sea X ={neN /I, CN\A}. Como1l¢ A, entonces I; = {1} C N\ A4, es decir, 1 € X.

Ahora, notemos que X # N, pues A # (). En efecto, si n € A, entonces I, ¢ N\ A. Por lo tanto, n ¢ X.
Por el Principio de induccién, debe existir p € N tal que p € X y p+1 ¢ X. Visto de otra forma, I, C N\ A
y p+ 1 € A. Entonces, para todo m < p se tiene m ¢ A. Ademds, gracias al Lema 2.2 no existe ¢ € A tal
que p < g < p—+ 1. Concluimos que p + 1 es el elemento minimo de A. O

Como consecuencia del PBO, tenemos

Proposicién 2.5 (Segundo Principio de Induccién). Sea X C N tal que Vn € N satisface la siguiente
propiedad:
(Vm<nmeX) = neX.

Entonces X = N.

Demostracion. Sea' Y = N\ X y mostremos que Y = ). Por contradiccién, si Y # @), por el PBO, existe
n € Y elemento minimo. Entonces, para todo m < n, se tiene m € X (m ¢ Y). Como X satisface la
propiedad, obtenemos n € X, lo que es una contradiccién con n € Y. O

2.2 Conjuntos finitos

ParaneN,sea I, ={m e N /m<n}={L2,...,n}.

Definicién 2.2 (Conjunto finito). Un conjunto X se dice finito si es vacio o si 3f : I, — X biyeccién, para
algin n € N.

Observacion. e La funcién f se llama “conteo” de X, pues podemos escribir

x1 = f(1),22 = f(2),...,2, = f(n),

es decir, X = {z1,22,...,2,}.
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e Este n € N se llama “ndmero de elementos” o “cardinal” de X. Lo denotamos como n = |X| o
n = card(X).

Ejemplo. Sean a,b, c objetos distintos entre si. El conjunto X = {a,b, c} es finito y |X| = 3. En efecto,
podemos definir una biyeccién f : I3 = X como: f(1) =a, f(2) =0, f(3) =c

Ejemplo. El conjunto de los nimeros naturales N no es finito. En efecto, supongamos por contradiccién
que existe f : I, — N biyectiva, para algin n € N. Sea M = f(1) + f(2) + -+ + f(n) € N. Tenemos que
f(@) < M para todo i € I,,, pero entonces M + 1 € N no tiene preimagen por f, lo que contradice que f es
una biyeccion.

Pregunta. Este nimero n = card(X): ;Esta bien definido? En otras palabras, ;jdepende de la biyeccién

f?
Teorema 2.6. Sean € N y sea A C I, tal que A # I,,. Entonces, no puede existir f : A — I, biyectiva.

Demostracion. Notemos que si A = (), entonces el resultado es evidente, por lo que asumiremos que A # {).
Por contradiccién, supongamos que existe f : A — I, biyectiva para algin n € N.
Sea X ={neN/3JAC I, AIf: A— I, biyectiva}. Por nuestro supuesto, X # (). Entonces, por el
Principio de buen ordenamiento, X tiene un elemento minimo p € X (p > 1).
Sean f, : A — I, biyectiva, donde A C I,,, y a € A tal que p = fp(a). Definamos la funcién

giA\ o} > I
x = g(z) = fp(x).

Es fécil ver que g es una biyeccion. Por lo tanto, p—1 € X, lo que es una contradiccion, pues p es el elemento
minimo de X. O

“

Observacion. En la prueba anterior, “p — 1”7 denota el tinico n € N tal que p = s(n).

Corolario 2.7. Si f: I, = X yg: 1, — X son biyectivas, entonces m = n.

Observacidn. Esto dice que si X es finito, entonces | X | no depende de la biyeccién y, por lo tanto, estd bien
definido.

Demostracion. Por contradiccién, supongamos sin pérdida de generalidad que m < n (el caso n < m es
andlogo). Notemos que g~ o f : I, — I, es una biyeccién, por ser composicién de funciones biyectivas.
Como I, C I, esto contradice el Teorema 2.6. O

Corolario 2.8. Sea X conjunto finito y sea Y C X tal que Y # X. Entonces, no puede existir f : Y — X
biyectiva.

Demostracion. Por contradiccién, supongamos que existe f : Y — X biyectiva. Como X es finito, existe
g : I, — X biyectiva, para algun n € N.

Sea A = g~ 1(Y) (la preimagen de Y por g). Se tiene que A C I,,, pues g es biyectiva. Para encontrar la
contradiccién, construyamos una biyeccién entre A e I,,.

Sea g4 : A — Y definida como ga(z) = g(z), para todo € A. Es claro que g4 es biyectiva. Entonces,
h:= g 'o foga es una biyeccién entre A e I,,, contradiciendo el Teorema 2.6. O

2.2.1 Subconjuntos de conjuntos finitos

Lema 2.9. Sea X finito tal que | X| =n y sea a € X. Entonces, X \ {a} es finito y | X \ {a}| =n —1.
Demostracion. Sean f : I,, — X biyectiva, m = f~1(a) y b = f(n). Definamos la funcién g : I, — X como

a, T=mn,
g(z) = b, T =m,

f(x), z#nAz#m.

Notemos que g es biyectiva. Ahora, si |X| = 1, entonces X \ {a} = 0, el cual es finito por definicién.
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Si |X|=n > 1, entonces la funcién

9lp, i Inr = X\ {a}
z = g(x)

es biyectiva, donde g’ L. denota la restriccion de g al conjunto I,,_;.
Asi, X\ {a} es finitoy | X \ {a}| =n—1. O

Teorema 2.10. Sea X finito y sea Y C X. Entonces, Y es finito y |Y| < |X]|, con igualdad solo siY = X.
(Todo subconjunto de un conjunto finito es finito).

Demostracion. Haremos induccién sobre n = | X|.

Si |X| =1, los subconjuntos de X son X y (}, los cuales son finitos.

Supongamos que | X| = n+ 1 y que el resultado es cierto para todo conjunto finito de cardinal n. Para
cualquier Y C X, distinguimos dos casos:

1. Y = X y no hay nada que probar.

2. Y C X. Eneste caso,seaa € X\Y. Como Y C X\{a} y|X\{a}| =n (por el Lema 2.9), se concluye
que Y es finito y |[Y| <n <n+1=|X]| gracias a la hipétesis inductiva.

En el caso que |Y| = | X]|, se puede construir una biyeccién entre Y y X (;cémo?), lo cual solo es posible si
Y = X por el Corolario 2.8. O

Corolario 2.11. Sea f: X — Y una funcién. Entonces:
1.'Y finito y f inyectiva = X finito y |X| < |Y].
2. X finito y f sobreyectiva = Y finito y |Y| < |X].

Demostracion. 1. Como f(X) C Y e Y es finito, por el Teorema 2.10 tenemos que f(X) es finito y
|f(X)] <|Y]. Por otro lado, como f es inyectiva, entonces f : X — f(X) es biyectiva y, por lo tanto,
X es finito con | X| = |f(X)| < |Y].

2. Como f es sobreyectiva, Vy € Y, 3z € X, y = f(x). Esto permite definir una funcién como

g:Y — X
y — gy ==,

donde z es una preimagen de y por f, es decir, algin elemento de f~!({y}).

La funcién g definida de esta forma es inyectiva. En efecto, dados y1,y2 € Y tales que y1 # y2, entonces
las preimagenes escogidas no pueden coincidir, pues

F ) 0 {w2h) = {0 {yeh) = f710) = 0.

Entonces, como X es finito, basta aplicar el punto anterior a la funcién g.

O
Corolario 2.12. X C N es finito <= X es acotado (Ip € N,Vz € X,z < p).
Demostracion. Demostraremos la doble implicacia.
(=) Si X C N es finito, se puede escribir como X = {x1,xo,...,z,}, para algin n € N. Basta tomar
p=x1+x2+--+x, €N
para tener xz; < p, Vi € I,.
(<) SeapeN,Vx € X,z <p. Entonces, X C I,,. Por el Teorema 2.10, X es finito. O
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2.3 Conjuntos infinitos

Definicién 2.3 (Conjunto infinito). Un conjunto X se dice infinito si no es finito.

Observacion. X infinito <= X #0 A Vn € N,f : I, — X biyectiva.

Ejemplo. El conjunto de los nimeros naturales N es infinito. (Demostrado en la Seccién 2.2)
Teorema 2.13. Si X es infinito, entonces existe f : N — X inyectiva.

Demostracion. Construiremos una funcién f : N — X inyectiva inductivamente.

Primero, como X # (), tomamos x; € X cualquiera y definimos f(1) := 2.

Ahora, supongamos que ya hemos definido f(1), f(2),..., f(n) tales que son uno a uno distintos, es decir,
f(@) # f(j) para todo 4,j € {1,2,...,n} y i # j.

Como X es infinito, entonces X \ {f(1), f(2),...,f(n)} # 0 y, por lo tanto, existe un elemento z, 1 €
X\{F(1), f2),..., f(n)}. Definimos f(n+ 1) i= 21 1.

La funcién f : N — X definida de esta forma es inyectiva. En efecto, sean m,n € N tales que m # n.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que m < n. Entonces,

flm) e {f(1), £(2),.... f(n=1)}

fn) e X\A{f(1), f(2),..., f(n =1}
En particular, f(m) # f(n), lo que prueba la inyectividad de f. O

Observacion. Intuitivamente, el Teorema 2.13 dice que N es el conjunto infinito “mas pequeno en cuanto a
cantidad de elementos”.

El siguiente resultado entrega una caracterizacién interesante de los conjuntos infinitos, el cual dice que
es posible tener una biyecciéon entre un conjunto y una parte propia del mismo, lo que no puede pasar con
los conjuntos finitos (ver Corolario 2.8).

Ejemplo. Sabemos que N es infinito y N\ {1} C N. La funcién f: N — N\ {1} dada por f(n) =n+1
es claramente biyectiva.

Corolario 2.14. X es infinito <= 3JY C X tal que 3f : X = Y biyectiva.

Demostracion. Demostremos la doble implicancia.
(<= ) Por el Corolario 2.8, la propiedad:

JY € X tal que 3f : X — Y biyectiva

no puede ser cierta si X es finito.
(=) Sea X infinito y g : N — X una funcién inyectiva dada por el Teorema 2.13. Construiremos un
conjunto Y C X y una funcién f : X — Y biyectiva.
Para cada n € N, denotemos z,, = g(n) € X. Observemos que por la inyectividad de g, @, # x, si
m # n. Definamos
Y =X\{nh} X

y f: X =Y como
Fz) = ZTp41, Siax =z, para algin n € N,
)= x, six# x, para todon € N.

No es dificil verificar que f es una funcién biyectiva (ejercicio). O

Observacion. En general, la existencia de una biyeccién entre dos conjuntos nos da la nocién de que tienen la
“misma cantidad de elementos”, asi como se definié para conjuntos finitos. Sin embargo, la intuicién puede
fallar al trabajar con conjuntos infinitos.
Consideremos P, I C N los conjuntos de los ntimeros naturales pares e impares, respectivamente, dados
por
P:={2n/neN}=1{2,4,6,8,...}
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I={2n—-1/neN}={1,3,57,...}.
Las funciones
f:N —» P g:N — 1T
n = 2n y n — 2n-—1

son biyectivas, por lo tanto, al menos intuitivamente, los conjuntos P e I tienen la misma cantidad de
elementos que N. Sin embargo, observemos que N\ P =1 y N\ I = P son infinitos.

Por otro lado, la funcién
h:N — {234,5,...}
n — n+1

también es biyectiva, es decir, {2, 3,4,5, ...} tiene la misma cantidad de elementos que N, pero N\{2, 3,4,5,...} =
{1} es finito.

2.4 Conjuntos numerables

Definicién 2.4 (Conjunto numerable). Un conjunto X se dice numerable si es finito o si existe f: N — X
biyectiva.

Observacion. 1. Si X es numerable e infinito, se dice infinito numerable.
2. En algunos textos, se dice que:

e X es numerable si X es infinito y numerable.

e X es a lo mas numerable si X es finito o infinito numerable.

3. La biyeccién f : N — X se llama enumeracion de X, pues podemos escribir:

x1=f(1),z2 = f(2),...,2n = f(n),...
es decir, X = {x1,22,...,Zpn,...}.
4. Si f: X =Y es biyectiva, entonces

X es numerable <= Y es numerable.

Corolario 2.15. Todo conjunto infinito contiene un conjunto infinito numerable.

Demostracion. Sea X un conjunto infinito. Por el Teorema 2.13, existe f : N — X inyectiva. Entonces,
f N — f(N) es biyectiva, por lo que f(N) C X es infinito numerable. O

Teorema 2.16. Sea X C N. Entonces, X es numerable.
(Todo subconjunto de N es numerable).

Demostracion. Si X es finito, entonces es numerable por definiciéon y no hay nada que hacer.

Supongamos que X es infinito y probemos que existe una enumeracién de X, es decir, que lo podemos
escribir como X = {x1, x5, 23,...}.

Lo hacemos de forma inductiva:

1. Como X C Ny X # 0, por el PBO, X tiene un elemento minimo que lo llamamos 1.

2. Supongamos que ya definimos z1 < 29 < -+ < Zp. Sea A, = X\ {x1,22,...,2,}. Como X es infinito,
A, # 0. Por el PBO, A, tiene un elemento minimo 1.

Notemos que el conjunto {z1,xa, 3, ...} asi construido es infinito.

Afirmamos que X = {x1,x9,x3,...}. En efecto, por definicién de cada z,,, tenemos {z1, z3,z3,... } C X.
Si existiese © € X \ {x1,x2,x3, ...}, significarfa que « € A,, para todo n € N, es decir, x > z,, para todo
n € N. Por lo tanto, por el Corolario 2.12, {1, 22,3, ...} serfa finito, lo que es una contradiccién. O]

Corolario 2.17. Sea f: X — Y una funcion. Entonces:
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1. S1Y es numerable y f es inyectiva — X es numerable.
2. Si X es numerable y f es sobreyectiva = Y es numerable.

Demostracion. Notemos que el caso finito estd cubierto por el Corolario 2.11, por lo basta suponer que Y y
X son infinitos para 1. y 2., respectivamente.

1. Sea g : N — Y biyectiva, la cual existe pues Y es infinito numerable. Ademds, f : X — f(X) es
biyectiva.
Por el Teorema 2.16, conjunto A = g~ *(f(X)) C N es un conjunto numerable. Ademas, la funcién
f~log:A— X es biyectiva y, por lo tanto, X es numerable.

2. Idéntica a la demostracién del punto 2 del Corolario 2.11.

Corolario 2.18. Sea X numerable y sea Y C X. Entonces, Y es numerable.
(Todo subconjunto de un conjunto numerable es numerable).

Demostracion. Basta considerar la funcién inclusién ¢ : Y — X, i(z) = x (la cual es trivialmente inyectiva)
y utilizar el Corolario 2.17. O

2.4.1 Algunos conjuntos numerables

A continuacién presentamos algunos ejemplos de conjuntos infinito numerables.

1. N x N es numerable.

Por el Corolario 2.17, basta construir una funcién f : N x N — N inyectiva. Para cada m,n € N,

definamos
f,n):=2n—-1 y f(m+1,n):=2"2n-1).

Nota: Aqui, 2" se define inductivamente por:
2l.=2 y 2"l =9".2 neN.

Ejercicio: Use induccién para probar que 2™+" = 2™ . 2" Ym, n € N,
Verifiquemos que f es inyectiva.

e Si f(1,n) = f(1,p), entonces 2n — 1 = 2p — 1. Ya vimos que la aplicacién n — 2n — 1 es biyectiva.
En particular, n = p.

e Si f(m+1,n)= f(p+1,q), entonces 2™(2n — 1) = 2P(2¢ — 1). Supongamos que m # p. Sin pérdida
de generalidad: m > p. Entonces, m = p + r, para algin r € N. Asi,

2m(2n —1) =2P(2g — 1) <= 2P2"(2n —1) =2°P(2¢— 1)
= 2(2n—1)=(2¢ 1),

lo que es una contradiccién pues 2" (2n — 1) es par y 2¢g — 1 es impar. Luego, m = p y, en consecuencia,
n=gq.
Notar que en la ultima equivalencia hemos usado que la aplicacion n — 2Pn es biyectiva para todo
p € N (jProbarlo!)

2. Si X e Y son numerables, entonces X X Y es numerable.

Sean f: N — X y g: N —= Y biyectivas. Definamos ¢ : N X N — X X Y por p(m,n) := (f(m), g(n)).
Como N x N es numerable, basta mostrar que ¢ es sobreyectiva.

Ejercicio: Demostrar que ¢ es biyectiva.

3. En general, si {X;}" ; son numerables, entonces X7 X --- X X, es numerable.

Ejercicio: Demostrarlo. Puede ser ttil mostrar primero que N x --- x N (n veces) es numerable.
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4. Si {X, }nen son numerables, entonces X = |J X,, es numerable.
neN
(“La unién numerable de conjuntos numerables es numerable”)

En efecto, consideremos ¢ : N x N — X dada por ¢(m,n) := f,(m), donde f, : N — X, es una
biyecciéon, para cada n € N.

Mostremos que ¢ es sobreyectiva. Sea x € X. Por definicién de X, x € X,,, para algin ng € N. Como
frno : N = X, es biyectiva, existe mg € N tal que z = f,,,(mo). Es claro que = = ¢(mq, no).
5. El conjunto de los ndmero enteros Z :={...,—2,—1,0,1,2,...} es numerable.

Basta considerar la biyeccién:
f*N = Z
w e g ={

n—1 : :
—5, Slnesimpar,

—4, sinespar.
6. El conjunto de los niimero racionales Q := {™ / m,n € Z,n # 0} es numerable.
Como Z y Z \ {0} son numerables (;por qué Z \ {0} es numerable?), consideramos la funcién

f:Zxz\{0} — Q

(m,n) — f(m,n)= %

Es facil verificar que f es sobreyectiva.

2.4.2 Un conjunto no numerable.

Mostremos que el conjunto de las funciones de los nimeros naturales a valores en {0,1}, denotado por
F(N;{0,1}) = {f : N — {0,1} funcién}, es no numerable.
Comencemos notando que cualquier f € F(N;{0,1}) se puede escribir como f = (f(1), f(2), f(3),...).
Supongamos (por contradiccién) que F(N;{0,1}) es numerable. Esto quiere decir que existe una enu-
meracién de F(N;{0,1}) y podemos listar todos sus elementos como:

fi= (A1), f1(2), f1(3), f1(4),...)
f2 = (f2(1), f2(2), f2(3), f2(4), .. )
f3 = (f3(1), f3(2), f3(3), f3(4), .. .)
f4 = (f4(1)7f4(2)7f4(3)7f4(4)7'")

Fo = Un(D), fu(@): Fa®)- s fuln).. )

La idea ahora es construir f € F(N;{0,1}) que no esté en esta lista, lo que serfa una contradiccién. Sea
f:N—{0,1} dada por

0, sifun)=1,
fn):= { 1, si fu(n)=0.

En particular, tenemos que f(n) # f,(n), ¥n € N, lo que implica que f # f,, Vn € N (f no estd en la
lista).

Observacion. La construcciéon anterior se conoce como método de diagonalizacién o argumento de la diagonal
de Cantor.

2.5 Ejercicios

Ejercicio 2.1. El propésito de esta pregunta es demostrar la propiedad conmutativa de N, es decir,
Vm,n e Nym+n=n+m.

Para ello, demuestre, usando el Principio de Induccién, que:
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(a) Vm € N1+ m = s(m).

Obs: Note que por definicién, se tiene m + 1 = s(m), pero como no se tiene conmutatividad para la
adicién atn, no se sabe si 1+ m = s(m)

(b) Vm,n € N,m + s(n) = s(m) + n.

Finalmente, demuestre la conmutatividad para la adicién.

Ejercicio 2.2. Pruebe la propiedad conmutativa para el producto:
Vm,neN,m-n=mn-m.

Hint: Inspirese en la pregunta anterior.
Ejercicio 2.3. Demuestre que Va,b € N,Idm € Nym -a > b.

Ejercicio 2.4. Pruebe usando induccién que:

n(n+1)
—

M) 1+3+5+--+2n—1=n?

(@) 14+2+4--+n=

Proponga una férmula para 2 +4 4+ 6 + - - - + 2n y demuéstrela por induccién.

Ejercicio 2.5. Sea X C N no vacio con la propiedad: m,n € X <= m,m+n € X. Demuestre que existe
k € N tal que X = {n-k/n € N}, es decir, X es el conjunto de los multiplos de k.

Hint 1: Puede usar el siguiente resultado: Dados m,n € N, n > m, entonces n es miltiplo de m o
existen g, € N tales que n =¢-m+r, con r < m.

Hint 2: Pruebe el Hint 1.

Ejercicio 2.6. Decimos que p € N es primo si p # 1 y si no se puede escribir como p = m -n con m < p
y n < p. Demuestre el Teorema Fundamental de la Aritmética: Todo Niumero Natural se escribe, de
modo tnico, como producto de factores primos.

Hint: Aplique el Segundo Principio de Induccién a un conjunto X C N apropiado.

Ejercicio 2.7. El objetivo de esta pregunta es demostrar que si X es un conjunto finito y f: X — X una
funcién, entonces:
f es inyectiva <= f es sobreyectiva.

Para esto, siga los siguientes pasos:
(a) Demuestre el resultado para el caso particular X = I,,, donde n € N.

(b) Sea ¢ : I, — X biyectiva, para algin n € N. Demuestre que g : I, — I,, dada por g = ¢ 1o fop es
inyectiva (resp. sobreyectiva) si y solo si f es inyectiva (resp. sobreyectiva).

(c) Utilice las partes (a) y (b) para concluir el resultado.

Ejercicio 2.8. En clases se probé que todo subconjunto Y de un conjunto X finito, es finito. Demuestre
que en este caso también se tiene que |Y| < |X|. Ademds, pruebe que |Y|=|X|siysélosi Y = X.
Hint: Proceda por induccién en n = |X]|.

Ejercicio 2.9. Sean X y Y conjuntos finitos. Demuestre que: |X| =1Y| <= 3f: X — Y biyectiva.

Ejercicio 2.10. Sean X e Y conjuntos y f : X — Y una funcién biyectiva. Demuestre que: X es finito <=
Y es finito.

Ejercicio 2.11. Sea f : X — Y funcién. Demuestre que:
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(a) Y finito y f inyectiva = X finito y | X| < |Y].
(b) X finito y f sobreyectiva = Y finito y |Y| < |X]|.

Hint: Le puede ser util demostrar primero el siguiente resultado: Sean m,n € Ny f : I,, — I, una
funcién. Demuestre que si f es inyectiva, entonces m < n.

Ejercicio 2.12. Demuestre los siguientes hechos:

(a) Todo conjunto infinito contiene un conjunto infinito numerable, esto es, dado X un conjunto infinito,
existe Y C X tal que Y es infinito numerable.

(b) Todo subconjunto de un conjunto numerable es numerable, esto es, dado X numerable e Y C X,
entonces Y es numerable.

Ejercicio 2.13. Sea X un conjunto finito (no vacio) y sea Y un conjunto infinito. Demuestre que:
(a) existe f: X — Y inyectiva.
(b) existe g : Y — X sobreyectiva.

Hint: Escriba f (resp. ¢g) como una composicién de funciones inyectivas (resp. sobreyectivas). Puede
serle 1til la pregunta anterior.

Ejercicio 2.14. Sea Y un conjunto numerable y f : X — Y una funcién tal que para cada y € Y, el conjunto
f~Y(y) es numerable. Demuestre que X es numerable.
Obs: Para y € Y, el conjunto f~!(y) denota el conjunto preimagen de {y} por f, esto es, f~1(y) =

1w

Ejercicio 2.15. Sean X,Y C N. Una funcién f: X — Y se dice creciente si
Ym,n € X,m<n = f(m) < f(n).

Dado X C N infinito, demuestre que existe una biyeccién creciente f : N — X.
Hint: Construya f inductivamente utilizando el Principio de Buen Ordenamiento.
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CAPITULO 3

NUMEROS REALES

Algunas consideraciones:

e Denotaremos por R el conjunto de los ntimeros reales.

e Es posible hacer una construccién de R a partir de N, Z y QQ, pero nos concentraremos en las propiedades
(axiomas) que hacen de R un cuerpo ordenado completo.

3.1 R es un cuerpo

Supongamos que hay dos operaciones definidas sobre R:
1. Adicién: + : R xR = R. (Vz,y € R, z +y € R).
2. Multiplicacién: - : R xR - R. (Vz,y € R, -y € R)

Ademas, asumamos que + y - satisfacen los siguientes aziomas de cuerpo:

1. Asociatividad.
Vo,y,zeR: (z+y)+z=a0+(y+2).

Ve,yz€R: (x-y)-z=z-(y-2).
2. Conmutatividad.
Ve,yeR: z4+y=y+=z.
Ve,yeR: z-y=y-x.

3. Elementos neutros.
VeRVzeR: z+0=ux.
NeR1£A0,VeeR: x-1=n=x.
4. Elementos inversos.
Vr e R,3(—z) €R, z+ (—x) =0,
Ve e R\{0},3z7 ' €R, z-27' =1.

5. Distributividad.
Ve,y,z€R, z- (y+2)=z-y+z- 2

Definicién 3.1 (Cuerpo). Un conjunto K con dos operaciones tales que satisfacen los 5 axiomas anteriores
se dice un cuerpo. Se suele anotar como (K, +, ).
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Observacidn. Por la definicién anterior, (R, +,-) es un cuerpo.

Notacion: Vz,y € R:

e =+ (—y) se denota z — y (diferencia).

x
e Siy#0, -y !sedenota = o z/y (cuociente).
Y

Observacion. De la conmutatividad de la adiciéon y de la multiplcacion se obtiene, V,y, z € R:

e 0+z=u=,1 =z (“inversos por la izquierda”)

o (—x)+x=0,271-2=1(six+#0). (“neutros por la izquierda”)

o (x+y)-z=x-z+4y-z (“distributividad por la derecha”)

Proposicion 3.1. Los aziomas de cuerpo para la adicion implican las siguientes propiedades, Vx,y, z € R.

I.z+y=xz+2 = y==z. (Ley de cancelacion o corte)

2. x+y=x = y=0. (Unicidad del elemento neutro aditivo)

3. x+y=0 = y=—=x. (Unicidad del elemento inverso aditivo)

4. —(—x) ==x. (z es el inverso aditivo de —x)

Demostracion. 1. Notemos que:
= 04y (por axioma 3)
= (—z+2x)+y (por axioma 4)
= —z+(x+y) (por axioma 1)
= —xz+(x+2z) (por hiptesis)
= (—x+2x)+z (por axioma 1)
= 04z (por axioma 4)
= z (por axioma 3),

lo que prueba la propiedad.
2. Basta tomar z =0 en 1.
3. Basta tomar z = —x en 1.

4. Como —z + x = 0, basta tomar —z en lugar de = en 3.
O

Proposicion 3.2. Los axiomas de cuerpo para la multiplicacion implican las siguientes propiedades, Vx,y, z €
R.

1. Six#0,x-y=x-2 = y=2z. (Ley de cancelacidn o corte)
2. Six#0,z-y=ax = y=1. (Unicidad del elemento neutro multiplicativo)
3. Six#0,x-y=1 = y=a"t. (Unicidad del elemento inverso multiplicativo)
4. Sixz#0, (™)L =x. (x es el inverso multiplicativo de x~*)
Demostracion. La demostracién es muy parecida a la Proposicién 3.1.

1. Notemos que:
por axioma 3)

(

(por axioma 4)
(por axioma 1)
(por hipdtesis)
(
(
(

y = l-y
(

I
[
AN
8
: < -
S—

por axioma 1)
por axioma 4)
por axioma 3),

I
wmE
L
8
S~—"
N

lo que prueba la propiedad.
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2. Basta tomar z =1 en 1.
3. Basta tomar z =z ! en 1.

1

4. Como z~! -z =1, basta tomar 2! en lugar de = en 3.

Proposiciéon 3.3. Los aziomas de cuerpo implican las siguientes propiedades, Vx,y € R.
1. x-0=0.
2.2-y=0 = z2=0VvVy=0.
gox-(—y)=—(z-y) =(-2)y.
b)) =y,
Demostracion. 1. Por el axioma 5 (distributividad), tenemos
z-0+xz-0=z-(0+0)==xz-0.
Por la Proposicién 3.1, parte 2, obtenemos z -0 = 0.
2. Supongamos x # 0. Por hipétesis y la parte 1 tenemos
z-y=0=2x-0.
La Proposicién 3.2, parte 1 con z = 0, implica que y = 0.

3. Probemos solamente que = - (—y) = —(z - y), pues —(x - y) = (—x) - y es andloga.

Por la Proposicién 3.1, parte 3, basta mostrar que (x-y)+x-(—y) = 0. En efecto, por la distributividad
(axioma 5) y la parte 1 tenemos

(@ y+ao-(-y)=z-(y—y =z-0=0.
4. Por la parte 3 tenemos
(—2)-(~y)=—(z-(-y) =—(~(z-y)) =2y,

donde la iltima igualdad se debe a la Proposicién 3.1, parte 4.

Observacion. La parte 2 de la Proposicion 3.3 es equivalente a

r#0NYy#0 = z-y#0.

3.2 R es un cuerpo ordenado

Supongamos que existe un subconjunto R™ C R tal que satisface los siguientes aziomas de orden:
1.Vo,yeRY, z+ye R Az-ye R,
2. Vx € R, solo ocurre una de las siguientes alternativas:

r=0VzeRTV—zeR".

Observacion. e RT es llamado el conjunto de los reales positivos.
e A partir de RY, se define R™ := {x € R/ — 2 € R"} (reales negativos).

e R=RTUR™U{0}, con Rt R~ y {0} disjuntos entre si.
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Definicién 3.2. Sean z,y € R.
1. Decimos que = es menor que y si y — x € R*. Se denota como z < .
2. Decimos que x es mayor que y si x —y € RT. Se denota como x > y
Observacion. er<y<=y—-zeRT s>y < z—yecR".
o Yy>uxr — r<y.

e Notacién: © <y < x <yVz =y (“ces menor o igual que y”)

x>y < x>yVae=y (“ces mayor o igual que y”)
e Rt = {x € R/z > 0}. En efecto, por definicién:

>0 <— z—-0e€Rt «— zeRT .

e R~ = {z € R/z < 0}. En efecto,
<0 < 0-—zeR" < —zeR".

Proposiciéon 3.4. Los aziomas de orden implican las siguientes propiedades.

1. Transitividad.
Ve,y,2€ R, s <yANy<z = z <z

2. Tricotomia. Yx,y € R, solo ocurre una de las siguientes alternativas:

r=yVer<yVze>y.

3. Monotonia adicion.
Ve,y,2€R, 2 <y = z+2<y+z

4. Monotonia multiplicacion.
Ve,yeR, e <y = Vz2>0,x-2<y-2.
Ve,yeR, <y = Vz<0,x-2>y-z
Demostracion. 1. Veamos que z — x € RT. Notemos que
zmr=z+(-yty)—r=0E-y +{y-2)
Como z —y,y — x € RT, se concluye por el primer axioma de orden.

2. Directo del segundo axioma de orden.

3. Basta notar que
(y+2)—(z+2)=y+(2—2)—ax=y—x eR".

4. Sea z > 0, es decir, z € R*. Como y — xz € RT, tenemos que

y-z—x-2=(y—x) z€R".

Sea z < 0, es decir, —z € RT. Como y — xz € R, tenemos que

roz—y-z2=(@—y)-z=(y—x) (—2) e RT.

Proposicion 3.5. Sean xz,y € R. Entonces:

1. x 20 = 22 > 0. En particular, 1 > 0.
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2.0<z<y = 0<yl<al

2 =g .z € RT, por el primer axioma de orden.

Demostracion. 1. Si z € RT, entonces x
Si —x € R, por la Proposicién 3.3, tenemos 22 = z - o = (—z) - (—z) € R*.
Como 1 =1-1, se tiene que 1 > 0.

2. Primero notemos que si ¥y~ < 0, entonces como y > 0, la monotonfa de la multiplicacién implicarfa
quel=y-y 1 <0-y~! =0, lo que es una contradiccién.

1

Mostremos ahora que x7" — y‘l € R*. En efecto, notemos que

—1 -1

ety =y =2 (y—w)

1

Como y > x y ya probamos que 71, y~! € RT, se concluye.

3.3 ;Qué relacion hay entre N y R?
Notemos que como 1 > 0, tenemos que
1<I+1I<I+1I+1<--. (3.1)

Pregunta: jEste 1 € R (dado por los axiomas de cuerpo) es el mismo que el 1 € N dado por lo axiomas
de Peano?

La respuesta es que no necesariamente. Sin embargo, la adicién y multiplicacién en R son “compatibles”
con aquellas definidas para N en el sentido de que estas ultimas satisfacen la asociatividad, conmutatividad
y distributividad de los axiomas de cuerpo (ver Seccién 2.1.1). Asi, al menos podemos identificar 1 € R y
1 € N. Entonces, gracias a (3.1) podemos identificar a N con un subconjunto de R. En términos précticos:

N cCR.

Ahora, para todo n € N se tiene que —n € R (—n es el inverso aditivo de n como elemento de R). Si

definimos
zZ:={...,-3,-2-1,0,1,2,3,...},

llamado el conjunto de los niimeros enteros, tenemos que

Z CR.

De forma similar, para m € Z y n € N, se tiene que ™ = m - n~t € R (n~! es el inverso multiplicativo
de n como elemento de R). Sea

m
Q:= {xeR/x:?meZ,neN},
llamado el conjuntos de los nimero racionales. Claramente,
QcCR.

Tenemos entonces que
NCZCQCR.

Se puede verificar sin mucha dificultad que (Q, +,-) (con la adicién y multiplicacién usual para nimeros
racionales) satisface los axiomas de cuerpo y orden, por lo que también es un cuerpo ordenado.

En lo que sigue, trataremos de responder a las siguientes preguntas:
1. (Existe z € R\ Q7

2. ;Hay alguna diferencia fundamental entre los cuerpos ordenados (Q,+,-) y (R, +,-)?
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3.4 R es un cuerpo ordenado completo

Recordemos que Q := {z € R/z = @, m € ZAn € N}. Ademés, (R,+,-) y (Q,+,-) son ambos cuerpos
ordenados. ;Qué los diferencia?
Para responder a esta pregunta, necesitamos introducir el concepto de supremo de un conjunto.

3.4.1 Preliminares
Definicién 3.3. A C R se dice acotado superiormente si b € R, Ve € A, x < b.
Un tal b € R se dice cota superior de A.

Definicién 3.4. A C R se dice acotado inferiormente si Ja € R, Vo € A, x > a.
Un tal a € R se dice cota inferior de A.

Definicién 3.5. A C R se dice acotado si es acotado superior e inferiormente.

Ejemplo. N es acotado inferiormente, pero no es acotado superiormente.
Observacion. A C R acotado <= Jc € R,Vz € A, |z| < ¢, donde |z| denota el valor absoluto de z dado

por:
z, sixz >0,

|| := .
—x, six<O0.

Definicién 3.6. Sea A C R no vacio y acotado superiormente. Se dice que b € R es supremo de A (denotado
b=supA) si

1. Ve € A,z <b. (bes cota superior de A)
2. SiceRestal que Vz € A,z < ¢, entonces b < c. (b es la menor de las cotas superiores)

Definicién 3.7. Se dice que b = sup A es mdzimo de A (denotado b = max A) si b € A.

Ejemplo. Sea A= (0,1)={x € R /2> 0Az < 1}. Entonces, b =sup A =1, pero b ¢ A.
Ejemplo. Sea B = (0,1] ={x € R /2 > 0Az < 1}. Entonces, b =supB =1y b € B, es decir,
b=maxB = 1.

Observacion. Sea b = sup A. Entonces, son equivalentes:
(a) Propiedad 2. de la definicién de supremo.
(b) Sic < b, entonces Ix € A,z > c.
(c) Ve> 0,3z € A,x >b—e.

En efecto:
e Notemos que (b) es simplemente la contrareciproca de (a). Entonces: (a) <= (b).
e Supongamos (b). Sea & > 0. Basta tomar ¢ = b — ¢ en (b) para obtener (c). Entonces (b) = (c).
e Supongamos (c). Si ¢ < b, basta tomar € = b — ¢ > 0 en (c) para obtener (b). Entonces (¢) = (b).

Definicién 3.8. Sea A C R no vacio y acotado inferiormente. Se dice que a € R es infimo de A (denotado
a = inf A) si

1. Ve € A,z > a. (a es cota inferior de A)
2. SiceRestal que Vo € A,z > ¢, entonces a > c¢. (a es la mayor de las cotas inferiores)

Definicién 3.9. Se dice que a = inf A es minimo de A (denotado @ = min A) si a € A.

Observacion. Sea a = inf A. Entonces, son equivalentes:
(a) Propiedad 2. de la definicién de infimo.
(b) Sic¢ > a, entonces dx € A,z < c.
(¢) Ve>0,qx € A,z <a+e.

Ejercicio: Demostrar que (a) < (b) < (c).
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3.4.2 Q es “incompleto”

Mostraremos que existen subconjuntos acotados de @ que no tienen supremo (y/o infimo) en Q.
Comencemos mostrando el siguiente resultado que serd la base de nuestro argumento.

Proposicién 3.6. No eriste v € Q tal que x> = 2.

Demostracion. Por contradiccién, supongamos que existen p, g € Z \ {0}, tales que

Sin pérdida de generalidad, suponemos que
e p,q > 0 (al hacer p?/¢?, el signo de p y ¢ no influye en el anilisis).
e p o ¢ es impar (si no es el caso, se divide por 2 cuantas veces sea necesario).

Ahora, tenemos p? = 2¢2, lo que implica que p® es par y, por lo tanto, también lo es p.

Asi, existe n € N tal que p = 2n. Entonces, la igualdad p? = 2¢2 se escribe como 4n? = 2¢2, es decir, ¢?
es par y, en consecuencia, también lo es ¢q. Contradicciéon con el hecho de que al menos uno entre p y g es
impar. O

Consideremos el conjunto A = {x € Q/z > 0Az? < 2} C Q. Mostraremos que es acotado superiormente,
pero que no tiene supremo en Q.
Comencemos con un resultado que serda muy util.

Lema 3.7. Sea B = {z € Q/z > 0Az? > 2}. Entonces:
1. Vae A,Jd’ € A,a < d.
2. Vb e B, € B,b <b.

Demostracién. Denotemos QT = {z € Q / x > 0}. Definamos la funcién f : QT — Q como

2 — 22
= . 3.2
fa)=a+ = (32)
Un célculo sencillo, nos muestra que
f@p =24 22 (53)
N (z+2)2° '

Si a € A, basta elegir ' = f(a). En efecto, la identidad (3.3) implica que f(a)? < 2, es decir, a’ € A.
Ademés, por (3.2), tenemos f(a) > a, es decir, a’ > a.
Andlogamente, si b € B, basta elegir b’ = f(b). O

Ahora, probemos el siguiente resultado.
Proposicién 3.8. El conjunto A= {x € Q/z > 0A2? <2} C Q no tiene supremo en Q.

Demostracion. Notemos que 2 es cota superior de A, pues
r>2 = 2°>4>2 = ¢ A

En particular, A es acotado superiormente. (De hecho, es acotado, pues A C [0, 2]).

Supongamos que A tiene supremo en Q, es decir, ¢ := sup A € Q. Lo primero que observamos es que
¢ >0, pues 1 € A, entonces ¢ > 1.

Sea B = {z € Q/z > 0 Az? > 2}. Por la Proposicién 3.6, tenemos que ¢ € A o ¢ € B, pues ¢? # 2.

Por la parte 1 del Lema 3.7, ningin elemento de A puede ser cota superior. En particular, ¢ ¢ A.

Por otro lado, afirmamos que B es el conjunto de las cotas superiores de A. En efecto, sea b € B y
supongamos que no es cota superior de A, es decir, que existe z € A tal que z > b. Entonces,

2<b?<a?<2,

lo que es una contradicciéon. Ademas, la parte 1 del Lema 3.7 y la Proposicién 3.6 dicen que el conjunto de
las cotas superiores de A estd contenido en B.
Por la parte 2 del Lema 3.7 no puede haber una cota superior minima. En particular, ¢ ¢ B.
Concluimos que ¢ = sup A no puede ser un nimero racional. O
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3.4.3 Axioma del supremo
Asumiremos que R satisface el siguiente axioma, llamado azxioma del supremo:

Todo A C R no vacio acotado superiormente tiene supremo en R.
Definicién 3.10. Un cuerpo ordenado (K, +,-) se dice completo si satisface el axioma del supremo.
Observacion. e En el sentido de la Definicién 3.10, Q no es completo.

e En el sentido de la Definicién 3.10, R es completo.

e Todo A C R no vacio acotado inferiormente tiene infimo en R (esto es una consecuencia del axioma
del supremo, no un nuevo axioma).

o A={rcQ/xr>0A2?< 2} tiene supremo en R, ¢ = sup A, que es tal que ¢ = 2. Llamamos ¢ := /2.
V2eR\Q = QCR.

e R=QU(R\Q), donde llamamos I := R\ Q el conjunto de los ntimeros irracionales.

3.5 Sobre la existencia de R

Establecimos la existencia de R desde un punto de vista axiomatico, es decir, hicimos una lista de propiedades
que este conjunto debe satisfacer. Sin embargo, es posible construir R a partir de Q (el cual se construye a
partir de N y Z).

Algunas formas o métodos de construccién de los reales a partir de los racionales son:

1. Método de cortes de Dedekind.
2. Método de las sucesiones de Cauchy (Cantor).

No veremos esta construccion en este curso. Sin embargo, la persona interesada puede consultar los textos
“Principles of Mathematical Analysis” de Walter Rudin y “Analysis I” de Terence Tao, donde se presentan
estos métodos.

Entonces, se puede probar que existe un cuerpo ordenado completo, que es tinico salvo isomorfismos.
Siendo mas precisos, si K y L son dos cuerpos ordenados completos, se puede probar que 3!'f : K — L
biyectiva tal que

flx+y) = f(z)+ f(y), (preserva la adicién)

flxz-y) = f(x) - f(y). (preserva el producto)

Ademas, satisface x <y <= f(z) < f(y) (preserva el orden).
Una tal funcién se dice isomorfismo y, en este caso, se dice que K y L son isomorfos.

3.6 Consecuencias del Axioma del Supremo
Veremos dos consecuencias del Axioma del Supremo:

1. R es arquimediano.

2. R no es numerable.
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3.6.1 R es arquimediano

Teorema 3.9. El conjunto de los niumeros reales satisface las siguientes propiedades.
1. NC R no es acotado superiormente.
2. inf {1/n e N} =0.
3. Ya,b,€ RT,3n € N,na > b.

Demostracion. 1. Supongamos que N es acotado superiormente. Por el axioma del supremo (pues N # (),
existe c =supN € R.

Ahora, notemos que ¢ — 1 no puede ser cota superior de N, pues ¢ — 1 < ¢. Entonces,

dneNc—1<n < dIneNc<n+1.

Como n + 1 € N, esto significa que ¢ no puede ser cota superior, lo que contradice que ¢ = sup N.

2. Llamemos A = {%/n S N}. Notemos que 0 € R es una cota inferior de A, pues % > 0, para todo
n € N. Probemos que es la mayor.

Sea ¢ > 0 arbitrario. Como ya probamos que N no es acotado superiormente, entonces
1 1
IneN,-<n < dIneN,— <g,
c n

es decir, ¢ no es cota inferior. Concluimos que 0 = inf A.

3. Sean a,b > 0. Como 0 =inf Ay ¢ > 0, entonces

HnEN,l<% <= In e N,b < na.
n

Observacion. Las propiedades 1., 2. y 3. son equivalentes. En efecto, probamos que
l. = 2. = 3.

Solo falta probar 3. = 1.. Para esto, sea ¢ € R. Como n > 0 para todo n € R, basta tomar el caso ¢ > 0.
Tomando a =1y b= c en 3., obtenemos que 3In € N tal que n > ¢, es decir, N no es acotado.

Definicién 3.11 (Cuerpo arquimediano). Un cuerpo ordenado (K, +,-) que satisface 1., 2. y 3. se dice
arquimediano.

Observacion. e Por el Teorema 3.9, R es arquimediano.

e (K,+,-) completo = (K, +,") arquimediano, pero
(K, +,+) arquimediano no implica (K, +,-) completo.

e Ejemplo: QQ es arquimediano, pero no es completo.

3.6.2 R no es numerable

En esta parte probaremos que R es un conjunto no numerable. Existe una prueba de este hecho usando el
argumento de la diagonal de Cantor, donde se ocupa la representacién decimal de los nimeros reales. Sin
embargo, aqui haremos una demostracién axiomatica.

La demostracién consiste en mostrar que no puede existir f : N — R sobreyectiva. Para esto, nos sera
util el siguiente resultado.

Teorema 3.10 (de los intervalos encajados). Sea Iy D I D -+ D I, D -+ una secuencia de intervalos
cerrados y acotados: I, := [an,by], con a, < b,. Entonces, Ic € R, VYn € N, ¢ € I, es decir, c€ [\ L.
neN
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Demostracion. Como los intervalos I,, estan encajonados, tenemos que
a1 <ax < <ap <o Kby <e s Kb < by

Sea A = {ay,as,...,an,...}. Notemos que a,, < by paratodon € N, es decir, A es acotado superiormente.
Como A # 0, por el axioma del supremo, existe ¢ = sup A.

Por un lado, a,, < ¢ para todo n € N (¢ es cota superior de A). Por otro lado, para cualquier n € N, b,
es cota superior de A (;Por qué?), entonces ¢ < b, para todo n € N (¢ es la menor de las cotas superiores
de A).

Asi, hemos probado que a,, < ¢ < b, para todo n € N, es decir, ¢ € [an, b,] = I,, para todo n € N. O]

Ejercicio. Mostrar que () I, = [a,b], donde a = sup{ai, as, ...}, b = inf{by, ba, ...}
neN
Teorema 3.11. R no es numerable.
Demostracion. Sea f : N — R una funcién cualquiera y vemos que no puede ser sobreyectiva.

Para esto, basta mostrar que existe una secuencia Iy D Iy D --- D I, D --- de intervalos cerrados y
acotados tales que f(n) ¢ I, para todo n € N. En efecto, por el Teorema de los intervalos encajonados,
existe ¢ € I,, para todo n € N. En particular, f(n) # ¢ para todo n € N, es decir, f no es sobreyectiva.

Construyamos inductivamente la secuencia de intervalos I,,.

e Sean a1,b; € R tales que f(1) < a; < by. En particular, f(1) ¢ I;, donde Iy := [ay, by].

e Sea n € N y supongamos que ya definimos Iy D Iy D --- D I, tales que

f@) ¢1;, Vie{l,...,n},
donde I; = [a;, b;] con a; < b;.
Definimos I,, 1 de la siguiente manera:

1. Si f(n+1) ¢ I, entonces I, 41 :=I,,.

2. Si f(n+1) € I, entonces f(n+1) > a, o f(n+1) < by, pues a, < by,.
Si f(n+1) > ay, definimos I, 11 := [an+1, bpt1], donde
an + f(n+1)
2 )
de modo que any1 < bypy1 < f(n+1). En particular, f(n +1) ¢ I,41.
Si f(n+1) < by, definimos I,4+1 := [an+1, bnt1], donde
2
de modo que f(n+1) < any1 < bpy1. En particular, f(n+1) ¢ I,,41.

Gp41 = 0n Y bn+1 =

An41 = bn+1 = bna

Corolario 3.12. El conjunto de los nimeros irracionales I =R\ Q es no numerable.

Demostracion. Notemos que R = QU T y Q es numerable. Si I fuera numerable, R también lo serfa (unién
de dos conjuntos nomerables). Esto contradice el Teorema 3.11. O

Corolario 3.13. Todo intervalo no degenerado es no numerable.
(Un intervalo se dice degenerado si sus extremos son iguales)

Demostracion. Sea I un intervalo no degenerado. Entonces, existen a,b € R tales que a < by (a,b) C I.
Probemos que (a,b) es no numerable, lo que implica que I no puede ser numerable.
Sea g : (0,1) — (a,b) dada por g(x) = a + (b — a)x. Como g es biyectiva (probarlo), basta probar que

(0,1) es no numerable.
1

Sea f: (0,1) — R definida por f(z) = — 2
ea f: efinida por f(z) = —=.
’ P z(l —x)
Ejercicio: Probar que f es biyectiva (sin usar graficos ni propiedades de crecimiento).

Como R no es numerable, tampoco lo es (0, 1), lo que termina la demostracion. O]
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Teorema 3.14. Sea I un intervalo no degenerado. Entonces:
1. Eziste x € R\ Q tal que x € I.
2. Eziste v € Q tal que z € 1.

Demostracion. 1. Si para todo z € R\ Q se tiene que = ¢ I, entonces I C Q, lo que implica que I es
numerable, contradiciendo el Corolario 3.13.
2. Como I es no degenerado, existen a,b € R tales que [a,b] C I, con a < b.
Sia€QobeQ, entonces basta tomar x = a o x = b, segin sea el caso.
Supongamos que a,b € R\ Q. Usando que R es arquimediano, existe n € N tal que % <b-—a.

Para cada m € Z, definimos I, = [ m;rl]. Entonces, R = |J,,cz Im, lo que dice que existe p € 7Z tal

n

que a € I.
Como a ¢ Q, entonces
p_,_ptl
Ademas,
1 1
pt :B+7<a+(b—a):b,
n n o n
op+1

es decir, € (a,b) C I.

O

Definicién 3.12 (Conjuntos densos). A C R se dice denso en R si para todo intervalo (a,b),3z € A,z €
(a,b).

Como consecuencia directa del Teorema 3.14 tenemos el siguiente Corolario.

Corolario 3.15. Q eI son densos en R.

3.7 Un poco de cardinales

En la Seccién 2.2, definimos el cardinal de un conjunto finito. Por otro lado, vimos que R no es numerable.
En particular, demostramos que no puede existir f : N — R sobreyectiva. Esto nos da la idea de que R tiene
més elementos que N, o que el “card(R)” es mayor que el “card(N)”.

En general, si A es un conjunto cualquiera, card(A4) no tiene sentido por si solo, sino que se definen
relaciones entre cardinales.

Sean A y B conjuntos, se definen las siguientes relaciones:

o card(A) = card(B) <= 3f: A — B biyectiva.

o card(A) < card(B) <= 3f: A — B inyectiva.

e card(A) < card(B) <= 3f : A — B inyectiva, pero no sobreyectiva.
También se define:

e card(A) > card(B) <= 3f: A — B sobreyectiva.

e card(A) > card(B) <= 3f: A — B sobreyectiva, pero no inyectiva.

En este sentido, card(A) < card(B) significa que A tiene menos elementos que B. Notemos que esto
es consistente con la definicién de card(A) cuando A es finito (usando la notacién card(I,) = n, donde

I,.={1,...,n}).
Con esta nueva notacién, probamos que

card(N) < card(R).

37



CAPITULO 3. NUMEROS REALES

Es maés, se puede probar que para todo conjunto A existe un conjunto cuyo cardinal es mayor:
card(A) < card(P(A)).

Por otro lado, si consideramos el conjunto F(A;{0,1}) = {f / f: A — {0,1} funcién} (el conjunto de
todas las funciones de A a valores en {0, 1}), podemos probar que

card(P(A)) = card(F(4;{0,1})).
Ejercicio: Probar que la funcién

F:PA) — F(A;{0,1})
X = ﬂX

es una biyeccién, donde 1x es la funcién caracteristica de X, dada por

1, sizeX,
]IX(””)_{ 0, sizgX.

Entonces,
card(N) < card(F(N;{0,1})),

que, de hecho, ya lo habiamos probado (Seccién 2.4.2).
Observemos ahora que si A es finito, entonces card(F(A;{0,1})) = 2¢44(4) (;Por qué?). En general, la
potencia de cardinales se define como

card(X)e ) = card(2),

donde Z = {f : Y — X funcién} (también se anota Z = F(Y;X) o Z = XY).
Ademas, se puede probar que
card(R) = card(F(N;{0,1})).

Usando las notaciones usuales Ry = card(N) (Alef cero) y ¢ = card(R), obtenemos
c=2%,

Surge una pregunta de forma natural: ;Existe un conjunto A tal que Ny < card(A) < ¢? La respuesta
es que, bajo los axiomas usuales, no se puede dar una respuesta positiva o negativa. La Hipdtesis del
Continuo dice que no existe tal conjunto. Al cardinal de R se le suele llamar la cardinalidad del continuo.

3.8 Ejercicios

Ejercicio 3.1. Considere el conjunto de dos elementos K = {«, 5}. Se definen dos operaciones sobre K, o
y x, mediante

o|la fB *x|la B
ala B ala a.
BB « Bla B

Demuestre que (K, 0, %) es un cuerpo. ;jPuede construir un cuerpo (K, o,*) con K = {a, 8,7}

Ejercicio 3.2. Demuestre la desigualdad de Bernoulli:
Ve > —-1,VneN,(1+2)" > 1+ na.

Hint: Use induccién sobre n € N y aplique apropiadamente los axiomas y las propiedades de los nimeros
reales.

Ejercicio 3.3. Sea z € R. Se define |z| € R, llamado valor absoluto o mddulo de x, como: |x| = x si x > 0,
|z| = —x si 2 < 0, y |0] = 0. Demuestre las siguientes propiedades:
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(a) |z| = max{z, —x}.

(b) Vz e R, —|z| <z < |z|.

(c) Vo,y e R, |z +yl < [z[+ [yl y |z -yl = [=] - [yl

(d) Vo,y € R, |z —y[ = || — [yl

(e) Sean a,z e R,b>0,|z —a|<b <= a—-b<z<a+b.
(f)

f) Sean a,x e R,b>0,|z —a|>b < 2 <a—-bVz>a+h

Ejercicio 3.4. Usando exclusivamente los axiomas de los reales, demuestre que:
(a) Vo,y,w,z€R, 2 <y AN w<z = z4+w<y+z
(b) Vo,y,w,2 €R, 0<z <y AN O0<w<z = z-w<y-2.
() Vo,y e R, 0<ax <y = z7 ' >y L
(d) VeeR, z-2=0 = z=0.
)
)

(e) Vo,y,w,z ERw#0,2#0, (z-w+y-2)?=@>+y?)(w?+2%?) = INeERz=\w,y=\" =z
(f) Vo,y eR, 23 -y +2-9° < 2* + 9t

Nota: Cada paso debe ser justificado claramente, mencionando el axioma o propiedad de los reales que
estd utilizando. Puede usar propiedades que hayan sido demostradas previamente en clases o ayudantia. Si
necesita alguna propiedad extra, demuéstrela.

Ejercicio 3.5. (Parte entera) Sea z > 0 fijo. Denotando N* = NU{0}, define el conjunto A = {n € N*/n <
(a) Demuestre que el conjunto A tiene supremo. Denote [z] := sup A.

(b) Demuestre que existe ng € N* tal que [z] — 2 < ng < [z].

(¢) Sean € N tal que n > ng. Demuestre que n ¢ A y deduzca que ng es cota superior de A.

)

(d) Concluya que [z] € A y que, en particular, [x] € N*.

Nota: [z] se llama parte entera o cajén inferior de x.

(e) Demuestre que: Va > 0, [z] <z < [z] 4+ 1.

Ejercicio 3.6. Sea b € R y considere el conjunto A ={z € R/Ve > 0,2 < b+ ¢}.
(a) Pruebe que A es acotado y que tiene un supremo.
(b) Demuestre que sup A = b.

(¢) ;Tiene A un méximo?

Ejercicio 3.7. Para este problema, puede asumir que, dados a > 1, z,y € R, estd definido ¢ € R con la
propiedad a®t¥ = a%a¥, y a® > 1si z > 0.

Sean b > 1 e y > 0 dos numeros reales fijos. Probaremos que existe un tnico x € R tal que b* = y. Para
esto, siga los siguientes pasos:

(a) Pruebe que Vn € N,b™ —1 > n(b—1).
(b) Deduzca que ¥n € N,b—1 > n(b/™ —1).
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(c) Pruebe quesi t > 1y n > 2=, entonces b/™ < ¢.

(d) Sea w € R. Pruebe que si b* < y, entonces b**+(1/") < y para todo n € N suficientemente grande.
Hint: Use (¢) cont=y-b"".

(e) Sea w € R. Pruebe que si b* > y, entonces bw=(/7) > 4 para todo n € N suficientemente grande.
(f) Sea A= {w € R/b* < y}. Pruebe que z = sup A (;Existe sup A?) es tal que b* = y.

(g) Concluya probando que el x de la parte anterior es tnico.

Ejercicio 3.8. Sea I1 D I D -+ D I, D --- una secuencia de intervalos cerrados y acotados: I,, = [an, by].
Demuestre que () I, = [a,b], donde a < b con a = sup{a,/n € N} y b = inf{b,,/n € N}. Exhiba un ejemplo

neN
donde a = b.

Ejercicio 3.9. Sean A, B C R acotados superiormente tales que AN B # ().
(a) Pruebe que sup(A N B) < min{sup A4, sup B}.

(b) Muestre mediante un ejemplo que la desigualdad anterior puede ser estricta.

Ejercicio 3.10. Sean A, B C R no vacios tales que Va € A, Vb € B, a < b.
(a) Pruebe que sup A y inf B existen, y que sup A < inf B.

(b) Pruebe que:
supA=infB <= Vc>0,Ja€ A,Fbe B,b—a < c.
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cAPITULO 4

SUCESIONES

4.1 Definicion y ejemplos
Definicién 4.1 (Sucesién). Una sucesidn de ntimeros reales es una funciéon z : N — R.

Notacién: Dada una sucesién z : N — R, denotamos z,, = x(n), llamado el n-ésimo término de la
sucesion. Usualmente, una sucesion se denota como:

o &= (T1,%9,..., Tp,y...).
& r= (xn)nEN-

o = (zy).

Ejemplo: Sea a € R. La funcién

USRS
S =

es una sucesion. Se denota también como:
® Tpn = an’ nec Na
n
L ((Z )n€N7

o (a™).

Definicién 4.2 (Sucesién acotada). Una sucesion (z,,) se dice acotada superiormente (resp. inferiormente)
si 3c € R,Vn € N, z,, < ¢ (resp. =, > ¢).

Ademas, (z,,) se dice acotada si es acotada superior e inferiormente.
Observacion. (x,) es acotada <= Jc € R,Vn € N,|z,| <c.

Ejemplo: Sea a > 1. La sucesién (a™) es acotada inferiormente, pero no superiormente.

En efecto, como a > 1, por la monotonia de la multiplicacién, tenemos a”*! > a™, para todo n €
N. Entonces, es sencillo mostrar por induccién que a™ > a, para todo n € N, es decir, (a™) es acotada
inferiormente (por a).

Para mostrar que (a™) no es acotada superiormente, necesitamos el siguiente resultado, el cual se puede
demostrar usando induccién (ver Guia 3, P2):
Desigualdad de Bernoulli: Vo > —1,Vn € N, (1 + z)™ > 1 + nax.

Sea d > 0 tal que a = 1 4+ d. Entonces, por la Desigualdad de Bernoulli, tenemos

a”>14+nd, VneN.
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Sea ¢ € R. Mostremos que existe ng € N tal que a™ > ¢. Esto es consecuencia de que N no es acotado
superiormente (R es arquimediado), pues, como d > 0, existe ng € N tal que ngd > ¢ — 1. Asf:

a™ > 1+mned > c,
por lo tanto, (a™) no es acotada superiormente. Mds atn, para todo n > ng:

a®>14+nd>1+ngd > c.

4.2 Limite de sucesiones
Definicién 4.3 (Limite). Sea (z,) sucesién. Se dice que L € R es limite de (x;,) si:
Ve > 0,3ng € N,Vn > ng, |z, — L] < e.

Se denota L = limz,, = lim z, = limz,, o x,, — L.
n—oo neN

Observacion. e Silimz, = L, se dice que (z,,) es convergente o que converge a L.
e Si (x,) no es convergente, se dice divergente.
o (z,) converge a L <= Ve > 0,3ng € N,Vn > ng,z, € (L—¢,L+¢).
o (z,) diverge <= VL € R,3e > 0,Vng € N,In > ng, |z, — L| > €.

Ejemplo: Sea a € (0,1). Entonces, lima™ = 0.
En efecto, sea ¢ > 0. Como % > 1, por el Ejemplo anterior, la sucesion ( a%) no es acotada superiormente

y, ademas:

1 1
dng € N,Vn > ng, — > —,
a™ €

0 equivalentemente:
Ing € N,Vn > ng,a”™ < e.

Observacion. Siendo precisos con la definicion de limite, en el ejemplo anterior, hemos usado que
a" <e <= |a" - 0| <e,
pues a” > 0 para todo n € N.

Teorema 4.1 (Unicidad del limite). Sean (z,) una sucesion y L, K € R tales que L =limz,, y K = limz,.
Entonces, K = L.

Demostracion. Basta mostrar que |L — K| < ¢, Ve > 0.
Sea £ > 0. Tenemos que

e L =limz, = In; e N,\Vn>nq, |z, — L| < %

o K =limz, — HngeN,Vn>n2,|xn—K|<%.

En lo anterior, se tomé 5 en lugar de ¢ en la definicién de limite.
Sea ng := max{nj,ns}. Entonces, para todo n > ng tenemos

9 3
‘L_K|:|L_93n+xn_K|§|L_In|+|xn—K|<§+§:5a

lo que implica que L = K. O

Teorema 4.2. Sea (x,) convergente. Entonces, (x,) es acotada.
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Demostracion. Sea L = limx,. Tomando ¢ = 1 en la definicién de limite, tenemos que
Ing € N,Vn > ng, |z, — L| < 1,

o equivalentemente,
Ing e N,Vn >ng, L—1<z, <L+1.

Sea A ={x1,22,...,Zne, L —1,L+1}. Como A C R es un conjunto finito no vacio, es acotado. Por el
axioma del supremo, existen M = sup A y m = inf A (en realidad son méximo y minimo) y tenemos que
Zn € [m, M| para todo n € N. O

Observacion. e (z,) no acotada = (z,,) divergente.

e En general, si (z,,) es acotada no es suficiente para que (z,) sea convergente.

Ejemplo: La sucesién x, = (—1)™ es acotada, pero no tiene limite.

4.3 Sucesiones mondétonas
Definicién 4.4 (Sucesién mondtona). Una sucesién (x,,) se dice mondtona si:

Vn € N,z, < 2,41 (mondtona creciente)

Vn € Nz, > xp41 (mondtona decreciente).

SiVn € N, z, < xp41 (resp. @, > Tpy1), (2,) se dice estrictamente creciente (resp. estrictamente
decreciente).

Ejemplo: La sucesién (a™):
e es creciente si a > 1.

e ¢s decreciente si 0 < a < 1.

Teorema 4.3. Sea (x,) mondtona acotada. Entonces, x, es convergente.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongamos que (x,) es monétona creciente.

Sea A ={x, / ne N} ={x,x9,...,24,...}. Como (x,) es acotada, A es un conjunto no vacio y, en
particular, acotado superiormente. Entonces, existe a = sup A (por el axioma del supremo).

Ahora, sea € > 0. Como a — € no puede ser cota superior de A (pues a — € < a), existe ng € N tal que
a—¢< Ty, <a.

Ademads, como (z,,) es mondtona creciente:

Vn>ng,a—e< Ty, <zp<a<ate.
De lo anterior, encontramos que
Ing e N,Vn > ng,a—e <z, <a+e,
es decir, a = lim z,, y, por lo tanto, (x,) es convergente. O

Observacion. De la demostracion del Teorema 4.3 podemos deducir que:

1. Si (z,) es mondtona creciente y acotada superiormente, entonces (z,,) converge y lim x,, = sup{z,, / n €
N}.

2. Si (z,,) es mondtona decreciente y acotada inferiormente, entonces (z,,) converge y lim z,, = inf{z,, /n €
N}.
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4.4 Subsucesiones y Teorema de Bolzano-Weierstrass

Definicién 4.5 (Subsucesién). Dada una sucesién x = (2, )nen, Una subsucesion de (z,) es una restricciéon
de z : N = R a un subconjunto infinito N C N.

Notacién: El conjunto N’ se escribe como N' = {ny,ns,...,ng,...} donde ny < ng < --- < mnp < ---.
Si denotamos por =’ = x|y (la restriccién de z al conjunto N'), entonces

N — R
ng = Ty,

es una subsucesién de x = (x,,).
Usualmente, una subsucesién de (z,,) se denota como:

L4 xnk)k€N~

L4 fn)nEN“

(
(
(
* (

Ty s Trgy e v ey Trgyy v - )

Ejemplo: Sea (z,) una sucesién y Ny C N el conjunto de los subindices impares: Ny = {1,3,5,7,...},
es decir, ny = 2k — 1, k € N. Entonces,

(Tok—1)ken = (®1, 23, X5, 27,...)

es una subsucesién de (x,,) llamada la subsucesién de los subindices impares.
De la misma forma, la subsucesién de los subindices pares estd dada por

(Tn,) = (x2, T4, %6, Ts, - . .),
donde ny =2k, k € N (Ng = {2,4,6,8, .. })
Observacion. Como N’ C N es infinito, es no acotado. En particular, se cumple la siguiente propiedad:

Vng € N,Iny, € N/, ng > No

0 equivalentemente,
Vno € N, 3k € N, ngp > ng.

Teorema 4.4. Sean (x,) sucesion y (T, ) una subsucesion de (xy,). Si nhﬂn;Q xn = L, entonces ILH;O ZTp, = L.

(Toda subsucesion de una sucesion convergente converge al mismo limite).
Demostracion. Sea € > 0. Probemos que:
Jko € N,VE > ko, |xnk - LI <e.

Como L = lim z,,, tenemos
dng € N,Vn > ng, |z, — L| < e.

De la observacién anterior, tenemos que existe kg € N tal que ng, > ng. Como ny > ng,, Yk > ko, concluimos
que |zn, — L| < e, Yk > ko. O

Observacion. Si (z,,) tiene dos subsucesiones tales que lim z,,, # limz,,, entonces (x,) no es convergente.

Ejemplo: Sea z, = (—1)". Consideremos las subsucesiones de los subindices pares e impares de xy:
(x2r) ¥ (22—1), respectivamente. Como para todo k € N se tiene

Top =1y @op_1=-1,

entonces lim wop =1y lim z9,_1 = —1. Por el Teorema 4.4, la sucesién z,, = (—1)™ no es convergente.
k— 400 k— 400
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Teorema 4.5 (Bolzano-Weierstrass). Sea (x,) una sucesion acotada. Entonces, existe una subsucesion
(zn,) convergente de (x,,).
(Toda sucesion acotada posee una subsucesion convergente)

Demostracion. Como (x,,) es acotada, por el Teorema 4.3, basta construir una subsucesién mondétona (cre-
ciente o decreciente).
Definamos el conjunto de subindices

D={neN/z,>uz,Vp>n}

Sin € D, el término x, se dice destacado. Usaremos el conjunto D para construir una subsucesion
mondtona.

Tenemos dos casos:

e Si D es infinito, entonces lo podemos escribir como

D = {ni,na, ..., "k, k41, -}

donde ny < ng < --- < my < ngy1 < ---. Consideremos la sucesion (z,,, ) y veamos que es mondtona.
Sea k € N. Notemos que zy, ¥ Ty, , son destacados. Como ny < ng41, entonces Ty, > Tn,,,, es decir,
(2, ) es decreciente.
e Si D es finito, entonces es acotado. Sea n; € N tal que ny > n, Vn € D. Como z,, no es destacado
(pues ny ¢ D), tenemos que
Ing € Nyng > ny Ay, > T, -

Repetimos el argumento: como x,, no es destacado (pues ng ¢ D), entonces
dns € Nyng > ng A Zp, > Tn,-
Asi, contruimos inductivamente una sucesién (z,, ) estrictamente creciente. O

Observacion. La demostracion del Teorema de Bolzano-Weierstrass dice que toda sucesion acotada, posee
una subsucesion monétona, ya sea creciente o decreciente.

4.5 Algunas propiedades de limites de sucesiones

Teorema 4.6. Sea (z,) una sucesion convergente y L = limx,,. Entonces:
1. Sib< L — dng € N,Vn > ng, Ty > b.
2. Sib>L = dng € N,Vn > ng,z, <b.

Demostracion. De la definicién de limite, para cualquier € > 0 se tiene que
dng e N,Vn >ng, L —e <z, <L+e.

Para mostrar la primera propiedad, basta tomar e = L — b > 0. Por otro lado, para mostrar la segunda
propiedad, basta tomar ¢ =b— L > 0. O

Corolario 4.7. Sean (x,) e (yn) dos sucesiones convergentes tales que L = limz,, y K = limy,,.
SiIng €N, Vn > ng, x, < yp, entonces L < K.
En particular, si Ing € N, Vn > ng, x, < b, entonces L < b.

Demostracion. Por contradiccién, supongamos que L > K. Sea b = #, de modo que K < b < L. Por el
Teorema 4.6, tenemos:

1. In; € N,Vn > nq,x, > 0.

2. dng € N,Vn > na,y, < b.
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Para cualquier n > max{ni, na}, se cumple que y, < b < z,,. Tomando n > max{ng,n1,nz}, encon-
tramos una contradiccién.

Para la segunda propiedad, basta tomar la sucesion constante y, = b y aplicar el resultado recién
demostrado. O

Observacion. Si (x,,) e (yn) son dos sucesiones convergentes tales que Vn € N, z,, < y,, (desigualdad estricta),
no implica que limz,, < limy,.
En efecto, basta considerar x,, = —% e Yy = % Claramente, Vn € N, x,, < y,, pero limz,, = 0 = lim y,,.

Teorema 4.8 (Teorema del Sandwich). Sean (x), (yn) y (2n) sucesiones tales que Ing € N, ¥n > ny,
Ty < 2p < Yp. Silimzx, =limy, = L, entonces lim z, = L.

Demostracion. Sea € > 0. Como L = limx,, y L = limy,, tenemos por definicién que:
1. dInn eNVn>ny,L—e<z, < L+e.
2. o e N\Vn>no, L—e <y, <L+e.

Sea n3 = max{ng,n1,n2}. Entonces, para todo n > n3 se cumple que
L—e<z, <2y, <yn<L+e,

donde la primera desigualdad se debe a 1., la segunda y la tercera a la hipétesis, y la ultima a 2. Concluimos
que lim z,, = L. L]

Corolario 4.9. Sean (y,) y (zn) sucesiones tales que Ing € N, Vn > ng, 0 < z, < y,. Silimy, = 0,
entonces lim z,, = 0.

Demostracion. Basta tomar x,, = 0 para todo n € N en el Teorema del Sandwich. O

Teorema 4.10. Sean (z,,) e (y,) sucesiones tales que limx,, = 0 e (y,) es acotada. Entonces, lim x,y, = 0.

Demostracion. Demostremos el resultado por definiciéon de limite. Sea € > 0.

Como (y,) es acotada, existe C' > 0 tal que |y,| < C, para todo n € N.

Por otro lado, notemos que como lim x,, = 0, entonces lim |z,,| = 0. Por la parte 2 del Teorema 4.6 con
la sucesion (|2, |)nen ¥y b= &, tenemos que

3

Ing € N,Vn > ng, |z,| < c

Asi, para cualquier n > ng:

€
c
es decir, lim z,y, = 0. O

|Tnyn| = |Tnl| lyn| < 5 C =¢,

Observacion. Silima,, =0 e (y,) no es acotada, no se puede concluir nada sobre lim z,,y,. Por ejemplo:

e Para z, = = e y, = n, se tiene limz,y, = 1.

2

e Para z, = == e y, = n?, se tiene (z,y,) diverge (no tiene limite).

3= 3=

Teorema 4.11. Sean (x,) e (y,) sucesiones convergentes tales que L =limx,, y K =limy,. Entonces:
1. lim(x, £ y,) =L+ K.
2. lim(zy, - yn) =L K.
z L
3. Si K 40, lim 2% = =2
1 K #0, lim %

n
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Demostracion. 1. Demostremos solamente que lim(x, +y,) = L+ K (el otro caso es andlogo y queda de
ejercicio). Sea £ > 0. Por definicién de limite, tenemos

€
(a) Iny € N,Vn > nq, |z, — L| < 7
(b) 3ng € N,Yn > ny, |y, — K| < g
Sea ng = max{ny,na}. Gracias a (a) y (b), para cualquier n > ng se tiene

@+ 9a) = (L + K)| = lan = Lty = K| < o = LI+ |y = K| < 5+ 5 =,
es decir, lim(z,, +y,) = L + K.
2. Notemos que para todo n € N:
[ Tnyn — LK| = |Znyn — Lyn + Lyn — LK| < |Zpyn — Lyn| + |Lyn — LK].

En particular,

Ahora, como limz, = L, entonces lim |z, — L| = 0. Ademds, como (y,) es convergente, entonces es
acotada (Teorema 4.2). Por el Teorema 4.10, lim |x,, — L||y,| = 0.

De manera similar, lim |L||y,, — K| = 0. Entonces, por la propiedad 1. ya demostrada, tenemos que
tim (Je = Lllya| + [Lllyn = K1) =0
y concluimos que lim |z,y, — LK| = 0 por el Teorema del Sandwich.

3. Como el punto anterior, para todo n € N se tiene

t, L| |z,K—Ly,| |v,K — LK+ LK — Ly,|
yj_g’_ ynllK] |yn| K| ’
entonces,
e EX VT AR
Yn | K| [Yn

Por los mismos argumentos de la parte anterior, tenemos que

|20 — LIK| + LK — yn|

lim
K|

:0’

1

por lo que es suficiente mostrar que la sucesién <|) es acotada y bien definida, al menos a partir
Yn

de algtin ny € N.

En efecto, si K > 0, entonces

K
dng € N,Vn > ng, y, > Ch

K
(Teorema 4.6, parte 1, con b = el < K). Si K <0, entonces

Ing € N,Vn > ng, y, < Ch
K .
(Teorema 4.6, parte 2, con b = > > K). En cualquier caso, tenemos que
K
3”0 S N,VTL > ng, |yn| > ‘72|7

y por lo tanto
2

1
ﬂno € N,Vn > no,m < m
n
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4.6 Ejercicios

Ejercicio 4.1. Sea (z,) una sucesién mondtona tal que posee una subsucesién convergente. Demuestre que
(z,,) es convergente.

Ejercicio 4.2. Considere la sucesién (z,,) definida por:

T =\/§, Tn+1 =12\/2+/xTp, n > 1.

(a) Use induccién para demostrar que (z,) es mondétona.

(b) Demuestre que Vn € N,v/2 <z, < 2.
Hint: Para la cota superior, use induccién.

(¢) Concluya que (x,) es convergente y demuestre que v/2 < limz,, < 2.

Ejercicio 4.3. Sea a > 0. Demuestre que la sucesién z,, = {/a = a'/" es convergente y calcule su limite.
Para esto, siga los siguientes pasos:

(a) Demuestre que si a > 1, entonces (z,) es decreciente.

)

b) Demuestre que si a < 1, entonces (z,) es creciente.

(¢) Demuestre que (z,,) es acotada. Deduzca que existe L = limz,,.
)

1

(d) Considere la subsucesién z,,, = a'/**+1) (n; = T

) y usela para calcular L.
1

1 1
Hint: Le puede ser 1util la identidad m = T

Ejercicio 4.4. Demuestre que la sucesién x, = {/n = n'/" es convergente y calcule su limite. Para esto
siga los siguientes pasos:

(a) Demuestre que si z, > 1, Vn € N.
(b) Demuestre que (z,,) es decreciente ¥n > 3.

1\n
Hint: Puede asumir que (1 + 7) <3,VneN.
n

(¢) Deduzca que (x,) es convergente.

(d) Considere la subsucesién z,,, = (2k)'/?¥ (n;, = 2k) y tsela para demostrar que L = lim x,, satisface la
ecuacién L? = L. Deduzca el valor de L.

Ejercicio 4.5. Calcule los siguientes limites:
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1
Ejercicio 4.6. Sea a > 0. Se define la sucesién z, = —~=,n € N. (Nota: na=r < a= r”z).

Vva
(a) Si0<a< 1, pruebe que limz, = 1.

Hint: Considere h,, = z,, — 1 y muestre que h,, — 0 usando que (1 + h)¥ > 1+ kh, Vh >0,Vk € Ny
el Teorema del Sandwich.

(b) Sia>10a=1,pruebe que limz, = 1.

=1.

1
(¢) Sea L > 0. Si a,, — L, demuestre que lim "W

Hint: Puede usar que: 0 <z <y = 0< {/z < {/y.

1
d) Sia>b>0, calcule lim ———.
(@) e

Hint: Puede usar que /a — 1.

Ejercicio 4.7. Sea a > 0. Considere (x,) la sucesién definida, inductivamente, por

3 2
[a T
1 =2a, Tpy1= ﬁa n>1

(a) Demuestre por induccién que x,, > a,Vn > 1.
(b) Demuestre que z,, es (estrictamente) decreciente y convergente a un L € R.

(¢) Encuentre el valor de L, justificando su resultado.

Ejercicio 4.8. Sea a > 0, y sean (z,,) e (y,) dos sucesiones relacionadas por

xn:f(—a;ﬁly%),VneN,

donde f: R — (0,400) es una funcién que satisface las siguientes propiedades:
1
i < — Ve < 1.
() f@) < 7= Vo

(i) f(z)>14=x, Yz eR.
Demuestre que:
(a) siy, — a con y, < a, entonces limz,, = 0.
(b) si y, — —a con y,, > —a, entonces lim x,, = +o0.
Hint: Le serd ttil demostrar que si y,, — a (resp. y, — —a), entonces Ing € N,Vn > ng,y, > 0 (resp.
yn < 0).
Ejercicio 4.9. Definicién. Sea a € R y (x,) una sucesién. Se dice que a es punto de acumulacion de (z,)
si existe una subsucesién (z,, ) de (x,) tal que lim z,,, = a. Demuestre que:

a € R es punto de acumulacién de (z,) <= Ve > 0,Vk € N,In > k, |z, —a| < e.

Ejercicio 4.10. Definicién. Una sucesién (z,) se dice que es una sucesidn de Cauchy si:

Ve > 0,3ng € N,Vm,n > ng, |2, — 2, < &.
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(a) Pruebe que una sucesién de Cauchy no puede tener dos puntos de acumulacién distintos.

(b) Pruebe que toda sucesién de Cauchy es acotada.

(¢) Pruebe que si una sucesién de Cauchy (z,) tiene una subsucesién (z,,) convergente, entonces ()
converge.

(d) Pruebe que: (x,) es convergente <= (z,) es de Cauchy.

(e) Sea (zy) una sucesién de Cauchy e (y,) una sucesién tal que

Vn €N, |zn, — yn| <

3=

Pruebe que (y,) también es una sucesién de Cauchy y que lim z,, = lim y;,.

Ejercicio 4.11. Sean a > 1 y k € N. Demuestre que

k

(a) limn—n =0
.a”

(b) hma =0
|

(c) lim — =0

x
Hint: Recuerde (o pruebe si no lo ha hecho) que si (z,,) es una sucesién tal que x,, > 0 y lim ntl 1,

Ty
entonces lim z,, = 0.

Ejercicio 4.12. Sean a,b > 0. Se definen las sucesiones (z,) y (y») inductivamente como

Yoy a+b Tn + Y
Ty =Vab, Tpy1=Tp Yn,n=>1 ,y1 = 5 Yn+1 = %7

El objetivo es demostrar que (z,) y (y.) son convergentes y que limz,, = limy,,.

n>1.

(a) Muestre que Vz,y >0,/ -y < :ET—l-y
(b) Demuestre que (z,,) (resp. (yn)) es mondtona creciente (resp. decreciente) y acotada (resp. acotada).
Hint: Use induccién.

(¢) Deduzca que (z,,) y (yn) son convergentes, y que limx,, = limy,, = L.

b
(d) Muestre que va-b< L < a—2|— .

Ejercicio 4.13. Definicién. Sea (x,) sucesion.

e Se dice que (z,,) tiende a 400 si VC' > 0,3ng € N,Vn > ng,z, > C.
Se denota: limz,, = +00 0 x,, — +00.

e Se dice que (z,,) tiende a —oco si Ve > 0,3ng € N,Vn > ng, x, < —c.

Se denota: limx,, = —c0 0 x,, — —00.
Demuestre que:

(a) Silimz, = +oo, entonces (z,) no es acotada superiormente.
(b) Si (x,) no es acotada superiormente, entonces no necesariamente se tiene lim ,, = +o0.

(¢) Si (x,) es mondtona creciente y no acotada superiormente, entonces lim z,, = +o0.
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Ejercicio 4.14. Sean (z,,) e (yn) sucesiones. Entonces:
(a) Silimz, = +oo e (y,) acotada inferiormente, entonces lim(x,, + y,) = +oo.
(b) Silimz, =+4ocoy Jc>0,Vn € Ny, > ¢, entonces lim(x,y,) = +oo.

x
(c) Side>0,¥n €N, z, > c,y, >0y limy, = 0, entonces lim —* = +oc.

Yn

(d) Si (xy,) es acotada y limy, = +o0, entonces lim In _o.
Yn
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CAPITULO B

SERIES

Queremos estudiar “sumas infinitas” de la forma
E an:a1+a2+...+an+...

Para esto, necesitamos darle sentido a
g an, = lim ay+as+---+ ay.
n—4+oo

5.1 Definicién y ejemplos
Definicién 5.1 (Sumas parciales). Sea (a,) una sucesién. Se define inductivamente la sucesién de sumas

parciales (sp) como:
$1 =01, Spt+1 =35n+ Gn+1,n €N

En otras palabras,
n
Sp = E Q.
k=1

Definicién 5.2 (Serie). Sea (a,) una sucesién y (s,) la sucesién de sumas parciales asociada a (a,). Se
define la serie de término general a,, como el limite de (s;,), es decir:

n
E a, =lims, = lim E a.

Si existe s = lim s,,, decimos que E an convergey s = E an es la suma o valor de la serie.

Si (sy,) no converge, decimos que E an diverge o no converge.
Notacion: Usualmente, una serie g a, se denota como:
“+oo
. E Q-
n=1
. g Q-
neN
. g Q-

n>1
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Observacion. En general, el primer término no tiene relevancia a la hora de analizar la convergencia de la
serie. Sin embargo, cuando importe el valor de la serie, se especifica el comienzo de las sumas parciales.

Observacion. Notemos que si a,, > 0, entonces (s,,) es monétona creciente. En efecto, para n € N cualquiera,
se tiene
Sn+1 = Sn + Gnt1 = Sn.

En consecuencia, si a,, > 0:

Zan converge <= (s,) es acotada.

Ejercicio 1. Sean a,, > 0y (ay,) subsucesién de (a,). Entonces:

E a, converge —> E G, converge.

Ejercicio 2. Si Z Gn Y Z b, son convergentes, entonces Z(an + ¢b,,) converge y

Z(an +cby) = Zan + CZ by,

Ejemplos:

1. Serie geométrica: Z a”, a € R.
n>0

Si a =1, entonces s,, = n + 1, por lo tanto la serie diverge.

Sea a # 1. Notemos que para cualquier n € N:

Sp=a+---+a"

asn :a2+~--+a"+1,
1— an+1
de donde obtenemos s,, = —— Asi, (s,) converge si y solo si |a| < 1.

Entonces, la serie E a™ es convergente si y solo si |a| < 1. En particular:
n>0

1
L <1
doat=1— ld

n>0

2. Serie alternada: Z(—l)"“.

Como
. — 0, sin es par,
" 1, sin esimpar,

entonces (s,) diverge y, por lo tanto, también la serie Z(—l)""‘l.

1
3 Zn(n—i—l)'

Usando fracciones parciales, tenemos que
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. . . 1
Entonces, lim s,, = 1 y, en consecuencia, la serie E (
n

——  es convergente
n+1) 8 Y

1

Zn(n—i—l) =1

En general, dada (a,) sucesién, una serie de la forma E (an — ant1) se llama serie telescépica, la cual
converge si y solo si (a,) converge. Adem4s:

Z(an — Qpy1) = a1 — limay,.

. , . 1
4. Serie armoénica: g —.
n

1
2n —1

1
Supongamos que esta serie es convergente. Por el Ejercicio 1 de arriba, las series Z on ¥ Z

n
también son convergentes.

1 1 1
Sean (s,), (t U, ) las sucesiones de sumas parciales de -, — ———, respectivamente.
(sn), (tn) ¥y (un) p an2nyz2n_1 P

Notemos que, para n € N:

1+1+1+1+ + 1 +1
2 3 4 2n—1  2n

"1 2 1
;%ﬂ;%q

ty + Up.

S2n

En particular, tomando limite cuando n — 400, obtenemos

s=1t+u,
donde s =3 2, =" L yu=3
N n’ om YT 2n—1°
Por el Ejercicio 2, t = 5 y, por lo tanto, u =t = 3.
Pero,
u—t = lim(u, —t,)
n
1 1
- G )
n_?foo; 2%k —1 2k

> 0,

lo que es una contradiccion.

. . 1.
Conclusion: la serie E — diverge.
n

5.2 Algunos criterios de convergencia de series

Teorema 5.1 (Criterio del n-ésimo término). Si Z ay, es convergente, entonces lima,, = 0.
Demostracion. Notemos que para todo n > 1:

Gn, = Sp — Sp—1-
Entonces, si s = lim s,,, se tiene

lima, =lim(s, — sp—1) =s—s=
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Observacion. El resultado anterior entrega un criterio para determinar que una serie es divergente: Si (a,)
no converge o lima,, # 0, entonces E an diverge.

Por otro lado, la reciproca no es siempre cierta: Si (a,) es tal que lima, = 0, no implica que Zan

1
converge. Por ejemplo: Z —.
n

Teorema 5.2 (Criterio de comparacién). Sean a,,b, > 0. SiJc > 0 y Ing € N, Vn > ng, a, < cby,
entonces:

1. an converge —> Zan converge.

2. Zan diverge —> an diverge.

Demostracion. Como la propiedad 2 es la reciproca de la propiedad 1, solo probaremos esta tltima.
Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que a,, < cb,,, ¥n € N (;Por qué?).

Sean (s,) y (t) las sucesiones de sumas parciales de Z Gn Y Z by, respectivamente, donde suponemos

que (t,) es convergente.
Como a,, > 0, basta probar que (s,) es acotada. De la hipétesis, deducimos facilmente que

sp < ctp,, Vn€eN.

De esta desigualdad, como (t,,) es convergente, es acotada y, por ende, también lo es (s,). O

1
Ejercicio. Z e converge <= «a > 1.
1 1
Sea o < 1. En este caso, se cumple que — < —, Vn € N.
no-n

1 1
Ya vimos que — diverge. Por la parte 2 del Criterio de comparacién, tenemos que Z — diverge.
n n

c . 1 . P
Sea ahora o > 1y (s,) la sucesién de sumas parciales de E —. Como es una serie de términos no
n

negativos, basta probar que (s,,) es acotada.
Se puede probar por induccién que n < 2" — 1, ¥n € N (Ejercicio). Entonces,

Sp < Son_1, Vn €N,

Acotemos superiormente Son_1:

FELIE R
+81 +9 L 41;) .
16> 17« 31e
P
(2n—1)a (2n _ 1)a
D DI S I | RS
Sm-1 Qu 4o o 16« (2n—1)a
gn—1
2\k
= > ()
k=0

Como 2 < 29, la serie geométrica

(e}

a_9°

converge y su valor es
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Finalmente, obtenemos que

es decir, (s,) es acotada.

5.3 Series absoluta y condicionalmente convergentes

Definicién 5.3 (Serie absolutamente convergente). Sea (a,) una sucesién. La serie Z ay, se dice absoluta-

mente convergente si g |an| converge.

Definicién 5.4 (Serie condicionalmente convergente). Sea (a,) una sucesién. La serie g a, se dice condi-

cionalmente convergente si E a, converge y E |ay,| diverge.

Ejemplo. Si |a| < 1, entonces Za” es absolutamente convergente (Notar que |a™| = |a|™).

1
Ejemplo. Sea Z(—l)"ﬂﬁ. Como

Zleril=X5

entonces no es absolutamente convergente. Sin embargo, probaremos que si es convergente y, por lo tanto,
condicionalmente convergente.

Teorema 5.3 (Criterio de Leibniz). Sea (a,) una sucesion mondtona decreciente tal que lima, = 0. En-

tonces, la serie E (—=1)""a,, converge.

n+1

Demostracion. Sea (s,) la sucesién de sumas parciales de E (=1)""*a,,. Probaremos que las subsucesiones

(s2n) v (S2n—1) convergen al mismo limite, lo que serd suficiente para demostrar el resultado gracias al
siguiente hecho (que queda propuesto como ejercicio):

Ejercicio. Sea (x,) una sucesién tal que las subsucesiones (z2,) ¥ (Z2,—1) son convergentes y lim xo, =
lim z5,_1 = L. Entonces, (z,) es convergente y limz, = L.

Notemos que, para cualquier n € N, tenemos:

Sop = S2p—2 + Q21 — Q2 = S52(n—1)

S2n+1 = S2n—1 — G2n + Q2n4+1 < S2(n—1)41,

es decir, (s2,,) es creciente y (s2,-1) es decreciente.
Ademés, como (a,) es decreciente y lima,, = 0, entonces a,, > 0, Vn € N. Asi,

Son = S2p—1 — A < S2p-1, vn € N.
Juntando lo anterior, podemos observar que tenemos el orden siguiente:
S2 <84 < <89 Ko SSgpo1 <o <853 <sg

En particular, (s2,,) v (s2n,—1) son acotadas y, por lo tanto, convergentes (pues son mondtonas). Adem4s,
pasando al limite en la identidad

S2n = S2n—1 — Qn,

obtenemos que lim s5,, = lim s3,,_1, pues lima,, = 0. O

Observacion. g (—=1)"*1 = es condicionalmente convergente, pues converge por el criterio de Leibniz.
n
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Teorema 5.4. Sea (a,) una sucesion. Si g |an| converge, entonces E a, también converge.
(Toda serie absolutamente convergente es convergente)

Demostracion. Para cada n € N, consideremos

pn, = max{0,a,} (parte positiva de a,)

¢n = max{—a,,0} (parte negativa de a,).

Notemos que:
pnaQnZOa pn+Qn:|an| Y Pn—(Qn =0an.

En particular,
0<pn<lan| v 0=<gn < |an.

Como la serie E |ay| es convergente, usando el Criterio de comparacién (Teorema 5.2), concluimos que

E Dn Y E qn son convergentes. En consecuencia,

Zan :Z(pn_Qn) :an_ZQn

es convergente. O

Observacion. Debido a que la serie E (—=1)"*1 = es condicionalmente convergente, la reciproca del teorema
n

anterior no es cierta.

5.4 Criterios de convergencia

A continuacién veremos algunos criterios de convergencia que no requieren comparacién con una serie cuya
convergencia es conocida, sino que depende solamente de sus términos. Comencemos con un lema:

Lema 5.5. Sea (b,) una sucesion tal que b, # 0, Vn € N y la serie E b, es absolutamente convergente.
Entonces:
an
(b—) acotada —> E an absolutamente convergente.
n

a
Demostracion. Como (—n) es acotada, existe C' > 0 tal que
n

a
b—n <C, VneN,
n
es decir,
an| < Clby|, VneN.
Por el Criterio de comparacién, como Z |b| converge, entonces Z |an| converge. O

e . . . a’ll .
Observacion. En el lema anterior, basta pedir que lim 7 exista.
n

Teorema 5.6 (Criterio de d’Alambert). Sea (a,) una sucesién tal que

a

dc € (0,1),3ng € N,Vn > ng,

”—H‘ <cAa, #0.
an

Entonces, la serie g an es absolutamente convergente.
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Demostracion. Como tenemos .
|1 "t
<e=—

|an] c

, VYn > ng,

entonces
jansal _ Jan]
Cn+1 — Cn’

|an|

Esto ultimo implica que la sucesién (T) es decreciente a partir de ng € N. En particular, esto quiere

c
. |an‘
decir que [ —= ) es acotada.
c

Vn > ng, .

Como Z c" es convergente (pues 0 < ¢ < 1), por el Lemma 5.5, la serie Z |ay| converge. O

an+1
Qn

Observacion. e El resultado es valido si lim

‘ < 1. (Ejercicio)

Ap+1
Gnp

e Si lim‘ ‘ > 1, entonces Zan diverge.

An+41

o Silim ‘
an

‘ =1, Z a, puede ser convergente o divergente.
En efecto, este es el caso de Z L Z 1
’ n2 ¥ n’
Teorema 5.7 (Criterio de Cauchy). Sea (a,) una sucesion tal que
de < 1,3ng € N,Vn > ng, Vla,| < e

Entonces, g an es absolutamente convergente.

Demostracion. Basta notar que |a,| < ¢™, Vn > ng y que E c" es convergente. Concluimos con el Criterio
de comparacién o el Lema 5.5. O

Observacion. e El resultado es valido si lim {/|ay,| < 1. (Ejercicio)

e Silim {/|a,| > 1, entonces Zan diverge.

e Silim {/|a,| =1, Z a, puede ser convergente o divergente.

1 1
Nuevamente, este es el caso de Z —y Z =, pues lim {/n = 1.
n n

5.5 Series conmutativamente convergentes

En esta seccién, veremos condiciones para que el valor de una serie convergente no se vea afectada por
reordenamientos de sus términos.

Definicién 5.5 (Serie conmutativamente convergente). Sea (a,) una sucesién. La serie E a, se dice

conmutativamente convergente si para toda biyeccién ¢ : N — N, la serie Z b, converge, donde b, = a,(n)-
La sucesién (b,,) se dice un reordenamiento de (a,).

Observacion. De la definicién, una serie conmutativamente convergente es convergente. En efecto, basta
considerar p(n) = n (la funcién identidad). Sin embargo, no se puede asegurar que Z b, = Z a,, donde
(bn) es un reordenamiento de (a,).

1
Ejemplo: Sabemos que la serie g (—1)"* = es convergente. Llamemos
n
an= (F Dy s=
n n n.
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Se puede probar que s = In2. Notemos que

8_1_1_’_1_14_1_1_’_1_1_’_
273 4 5 7 8 ’

6
Y 1 1 1 1
S
5 =0+ +H0— 1 +0+ 40— oo,

donde los “ceros” los hemos agregado por conveniencia para observar que, al sumar estas igualdades, obten-

€1mos:
3s 1 1 11 1 1 1 1
2 3 2 5 7 4 9 11 6 '

La sucesién (b,) dada por

1
7117

)

—
o>
3
S~—
Il
N
—
| =
|
[N
(S
| =
e~ =
NeNie
[

)

es un reordenamiento de (a,) y
Y=y
En particular, Z an # Z bn.-

Veremos que solamente las series absolutamente convergentes son independientes del reordenamiento de
sus términos.

Teorema 5.8. Sea (a,) una sucesion. Si E an es absolutamente convergente, entonces g an es conmau-
tativamente convergente.
Ademds, para todo reordenamiento (b,) de (ayn), se tiene que E ap = g b,

Demostracion. Probaremos el resultado primero para a,, > 0, Vn € N, y luego el caso general.
Sea (b,) un reordenamiento de (ay), es decir, b, = ayn) con ¢ : N — N biyectiva.

Sean (s,) y (tn) las sucesiones de sumas parciales de Z an y Z by, respectivamente. Notemos que en

este caso, (sp) y (t,) son mondtonas crecientes.
Para n € N, sea m = max{p(1),...,¢(n)}. Entonces:

n n m
tn = Zbk = Z%(k) < Zak = Sm.
k=1 k=1 k=1

Como (s,,) es convergente, es acotada y también lo es (¢,). Asi, Z b,, converge y

an SZan.

Reciprocamente, notemos que ar = by,-11), VK € N. De manera similar, para m € N, sea p =
max{p~1(1),...,~1(m)}, con lo que obtenemos

m
Sm = § ap =
k=1 k

m

p
bw—l(k) < Zbk = tp,
1 k=1

de donde Zan < an.

Hasta ahora, probamos que
anzzan, si CanO,VRGN.

Veamos el caso general. Como E an es absolutamente convergente, entonces las series E Dn Y E qn
son convergentes, donde p, y ¢, con las partes positiva y negativa de a,,, respectivamente. Ademds, para

todo n €N7 Pnsdn > Oy
Zan :an*ZQn'
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Sea (b,,) un reordenamiento de (a,). Denotemos por (u,) y (vy) los reordenamientos resultantes de (p,,)
y (gn), respectivamente. Como py,, g, > 0, Vn € N, por lo ya demostrado tenemos que

S =Sy Yo=Y

Por lo tanto, Z b, es convergente y

an = Zun - Z'Un = an - ZQn = Zana
lo que termina la demostracion. O

Teorema 5.9. Sea (a,,) una sucesion y supongamos que g an es condicionalmente convergente. Entonces,

para todo ¢ € R, existe un reordenamiento (by) de (an) tal que an =c.
Demostracion. Sean p, y q, las partes positiva y negativa de a,, respectivamente. Notemos que:

e Como E an es convergente, entonces lima,, = 0. En consecuencia, lim p,, = lim g, = 0.

e Como, ademas, g |an| es divergente, entonces E Py E qn son divergentes. En particular, como
las sucesiones de sumas parciales de estas series son mondtonas crecientes, se tiene

an:+00 y ZQn:+OO~

Sea ¢ € R. Construyamos un reordenamiento (b,) de (a,) tal que Z by, = c.
Procedemos de la forma siguiente:

e Sea ny € N el menor indice tal que
p1+p2+--+pn >c
Notemos que esto es posible gracias a que Z Pn = +00.
e Sea ny € N el menor indice tal que
Pr+p2t -+ Pny — QL —q2— = Qp, <C.
Notemos que esto es posible gracias a que Z Qn = +00.

e Sea n3 € N el menor indice tal que
DPi+p2+--F+DPny —q —G2— " —dny, T Pnyy1+ -+ Dpg >
e Sea ny € N el menor indice tal que

Pr+p2t- D — @ —q2— " —Gny TPny41 T T Png — Gnog1 — 0 — Gny > C

n
Definimos (by,) con el procedimiento anterior (agregando los términos en el orden escrito). Sea t,, = Z b,

k=1
y probemos que limt, = c.

Por construcciéon, para todo k € N impar se tiene

t <c<tn,.

NE+41

Ademas,
0< tnk — C = DPny +tnk—1 —C Spnm

pues tp, 1 < ¢,y

0<c— tnk+1 =Cc— (_an+1 + t’ﬂk+1*1) = Qng11 +c— tnk+171 < Anpyqs

60



CAPITULO 5. SERIES

pues t 1 >c¢ Como lim p,, = hI—P Gnyy, = 0, por el Teorema del Sandwich,
oo

Tet1™ k——+o0 k—

lim ¢,, =c
k— 400

Hasta este punto, hemos probado que la subsucesién (t,,) es convergente a c¢. Para concluir que (¢,)
converge a este limite, basta notar que, para todo n, k € N tal que np <n < ngy1:

e Si k € N es impar, entonces t,,,, <t, <tn,;
e Si k € N es par, entonces t,, <t, <t

N1

De esto ultimo, deducimos que limt,, = c. O

Corolario 5.10. Sea (a,) una sucesion tal que Zan es convergente. Entonces,

E an es absolutamente convergente <= E an es conmutativamente convergente.

5.6 Ejercicios

Ejercicio 5.1. Sea (ay) una sucesién. Demuestre que

n+m

>

k=n-+1

Zan converge <= Ve > 0,dng € N,Vn > ng,Vm € N, <e.

Hint: Estudie si (s;) es sucesién de Cauchy.

Ejercicio 5.2. Sea (a,) una sucesién tal que a, > 0. Demuestre que

(a) Zan converge <= Z 1_7_"@ converge.
n

(b) Z a, converge —> Z ai converge. ;jEs cierto el reciproco? Justifique con un ejemplo.

Gnp,
1—a,

(c) Zan converge y a, # 1,Yn e N, — Z

converge.

d a, converge —> an)” converge.
( g g

a.
Ejercicio 5.3. Sean (a,,) y (by,) sucesiones de términos no negativos tales que lim b—n > 0. Demuestre que:
n
Zan converge < an converge .

. ... @
. Qué se puede concluir si lim — = 0?
n

Ejercicio 5.4. Sea (a,) una sucesién monétona estrictamente decreciente. Demuestre que si E an converge,
entonces lim na,, = 0.

Ejercicio 5.5. Sea (a,) una sucesién tal que a,, > 0. Demuestre que:

Va,
E a, converge —> E % converge.

n

Ejercicio 5.6. Determine para qué valores de x € R las siguientes series son convergentes:
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(a) Zn?’x”.
(b) Z%x”.
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CAPITULO 6

TOPOLOGIA DE R

6.1 Conjuntos abiertos
Definicién 6.1 (Punto interior). Sea X C R. Decimos que a € R es punto interior de X si
Je>0,(a—¢c,a+e) C X.
El conjunto de los puntos interiores de X se denomina Interior de X:
intX := {a € R / a es punto interior de X}.
Observacion. Para todo X C R, se tiene intX C X.
Definicién 6.2 (Conjunto abierto). Un conjunto X C R se dice abierto si X = intX, es decir:
Vo€ X,3e >0,(a—¢c,a+¢) C X.

Definicién 6.3 (Vecindad). Sea a € R. Un conjunto V' C R se dice vecindad de a si existe A abierto tal
que a € Ay A C V. Equivalentemente:

Je>0,(a—e,a+¢e)CV.
Observacion. e 0, R son abiertos.
e Sia < b, los intervalos (a,b), (—o0,b) y (a,+00) son conjuntos abiertos.
e Sia < b, los intervalos (a, b], [a,b), (—00,b] ¥ [a,+00) no son conjuntos abiertos.

e El conjunto de los nimeros racionales no es un conjunto abierto. En efecto, por la densidad de Q en
R, para todo @ € Q y todo € > 0, tenemos (a —€,a +¢) N1 # (. Es decir, intQ = .

Asimismo, intl = () y, por lo tanto, el conjunto de los niimeros irracionales no es un conjunto abierto.
Teorema 6.1. Se tienen las siguientes propiedades:
1. Ay, Ay C R abiertos = Ai N As abierto.

2. (Ap)nen abiertos = |J A, abierto.
neN

Demostracion. 1. Sea a € Ay N As. Como Ay y As son abiertos, tenemos que:

o ey >0,(a—51,a—|—51) CAl.
° 362 >07(a—82,a—|—€2) CAQ.
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Definimos ¢ := min{ey, 2 }. Entonces,
(a—e,ate)C(a—er,ater)N(a—eg,a+e2) C A NAs,
es decir, a € int(A; N Ag).
2. Llamemos A = |J A, y sea a € A. Entonces, existe ng € N tal que a € A,,. Como A, es abierto,

neN
existe € > 0 tal que

(a—e,a+¢e) C Ap, C A.

Concluimos que a € intA.

O
Observacion. e La intersecciéon de una cantidad finita de conjuntos abiertos, es un conjunto abierto. Sin
embargo, la interseccién infinita de conjuntos abiertos, no es necesariamente un conjunto abierto. En

efecto:

Anz(—l,—> — () An = {0}

1
n n
neN

e La segunda propiedad se puede generalizar a una familia arbitraria de conjuntos abiertos.

6.2 Conjuntos cerrados
Definicién 6.4 (Punto adherente). Sea X C R. Decimos que a es punto adherente a X si
Ve>0,(a—e,at+e)NX #£0.
El conjunto de los puntos adherentes a X se denomina Clausura o Adherencia de X:
X :={a € R/a es adherente a X}.

Observacion. Para todo X C R, se tiene X C X.

La siguiente proposicion nos entrega una caracterizacién de los puntos adherentes en términos de suce-
siones.

Proposicién 6.2. Sea X C R. Entonces:
a€X <= I(z,) C X,z, — a.

Demostracion. Sea a € X y construyamos una sucesiéon (x,,) de elementos de X que convergen a a. Para
cada n € N, tomando € = % en la definiciéon de punto adherente, tenemos que

(a—%,cH—%)ﬂX#(D.

Entonces, para cada n € N, existe y, € X tal que y,, € (a — %, a+ %) Esto define una sucesién (y,) C X

tal que
1
‘yn - CL| < )
n

lo que implica que limy, = a.
Sea ahora ¢ > 0 y probemos que (a —e,a+¢) N X # 0. Sea (x,) C X una sucesién tal que limz,, = a.
Entonces, por definicién de limite, existe ng € N tal que

|zn, — al < e,

o equivalentemente,
Tny € (@ —€,a+¢).

Como ademds z,, € X, se deduce que (a —e,a+¢)NX # 0. O

Corolario 6.3. Para todo X C R, se tiene X=X.
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Demostracién. Solo tenemos que demostrar que X C X. Sea a € X. Por la Proposicién 6.2, basta construir
una sucesién (z,) C X tal que a = lim x,.

Por la Proposicién 6.2 aplicada a a € X, tenemos que existe (y,) C X tal que limy, = a. Adem4s, por
definicién de punto adherente, para cada v, € X tenemos

1 1
(yn - = Yn+ *) nx 7’é (Z)
n n
Esto implica que:
1 1
VneNdx, € X,y — — < xp <ynp+ —.
n n
Como
. 1 . 1
lim (yn — —) = lim (yn + —) =a,
n n
por el Teorema del Sandwich, se deduce que limz, = a. O
Definicién 6.5 (Conjunto cerrado). Un conjunto X C R se dice cerrado si X = X.
Observacion. e Sia < b, los intervalos [a,b], (—o0,b], [a, +00) son conjuntos cerrados.
e Sia < b, los intervalos (a,b], [a,b), (—o0,b), (a,+00) no son conjuntos cerrados.

e Se tiene que Q = R y I = R. En particular, Q y I no son conjuntos cerrados. En efecto, por la densidad
de Q y I en R, se tiene que

Va e R Ve>0,(a—c,a+e)NQ#D A (a—c,a+e)NT#D,
es decir, Va € R, se tiene que a € Q y a € L.
Proposiciéon 6.4. Sea X C R. Entonces:
X es cerrado <= (V(z,) C X,2, a0 = a € X).

Demostracion. Supongamos que X C R es cerrado y probemos la propiedad de la derecha de la equivalencia.
Sea (z,,) C X una sucesién tal que lim x,, = a. Por la Proposicién 6.2, tenemos que a € X, pero como X es
cerrado, X = X y, por ende, a € X.

Supongamos ahora que se cumple la propiedad de la derecha de la equivalencia y sea a € X. Por
la Proposicién 6.2, existe una sucesién (z,) C X tal que limz, = a. Por la propiedad, esto implica
directamente que a € X vy, asf, X C X. O

Observacion. Esta ultima propiedad quiere decir que si X es un conjunto cerrado, entonces contiene a los
limites de las sucesiones de elementos de X.

Teorema 6.5. Sea X C R. Entonces:
X es cerrado <= X°€ es abierto.
Demostracion. Notemos que por definicién:
a¢X <<= Je>0(a—c,at+e)NX =10
<~ J>0,(a—¢g,a+¢e)C X"
< a€int(X°).
e Si X es cerrado y a € X¢, entonces a ¢ X (pues X = X), es decir, a € int(X¢).

e Si X€ es abierto y a € X, entonces a ¢ X¢ (pues int(X¢) = X¢), es decir, a € X.

Teorema 6.6. Se tienen las siguientes propiedades:

1. C1,C5 C R cerrados — Cy Uy cerrado.
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2. (Cp)nen cerrados = [\ Cy cerrado.
neN

Demostracion. Como consecuencia de los Teoremas 6.1 y 6.5:
1. Basta notar que (C1 U C3)¢ = C¢ N CY es un conjunto abierto.

2. Basta notar que ( () Cn)"= |J C¢ es un conjunto abierto.
neN neN

Observacion. e () y R son los tinicos conjuntos abiertos y cerrados.

e La unién de una cantidad finita de conjuntos cerrados, es un conjunto cerrado. Sin embargo, la unién
infinita de conjuntos cerrados, no es necesariamente un conjunto cerrado. En efecto:

Cn = [%2—%} — UG =00.2)

neN

e La segunda propiedad se puede generalizar a una familia arbitraria de conjuntos cerrados.

6.3 Puntos de acumulacién
Definicién 6.6 (Punto de acumulacién). Sea X C R. Decimos que a es punto de acumulacion de X si
Ve >0,(a—e,a+e)\{a} NX #0.
Denotamos el conjunto de los puntos de acumulaciéon de X como
X" :={a € R / a es punto de acumulacién de X}.

Definicién 6.7 (Punto aislado). Sea X C R. Decimos que a € X es punto aislado de X si no es punto de
acumulacion.

Ejemplos:
e Sea X = (a,b] U {c}, con ¢ > b. Entonces, X' = [a,b] y ¢ es punto aislado de X.

e Sea X = [a,b) U (b,c). Entonces, X' = [a,c|. Notar que b es punto de acumulacién y no hay puntos
aislados.

e Por densidad de Q en R, tenemos que Q' = R.
e Se tiene que Z' = ), y todos los enteros son puntos aislados.

De forma similar a los puntos adherentes, la siguiente proposicién nos entrega una caracterizacién de los
puntos de acumulacién en términos de sucesiones.

Proposicién 6.7. Sea X C R. Entonces:
a€ X' < F(x,) Cc X\ {a}, 2, = a.
Demostracion. La demostracién es idéntica a la Proposicién 6.2. O

Como consecuencia directa, tenemos

Corolario 6.8. Sea X C R. Entonces:
a€X < aeX\{a}.
Demostracion. Basta aplicar las Proposiciones 6.2 y 6.7 al conjunto X \ {a}. O

Teorema 6.9. Sea X C R infinito y acotado. Entonces X' # ().
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(Todo conjunto infinito y acotado de nimeros reales tiene al menos un punto de acumulacion)

Demostracion. Por la Proposicién 6.7, basta mostrar que existe una sucesién convergente de elementos de
X tal que ninguno de sus términos coincide con su limite.

Como X es infinito, contiene un subconjunto Y infinito numerable. Denotemos Y = {z1, z2,...,Zp, .. .}.
Como X es acotado, también lo es Y y, en consecuencia, la sucesién (x,). Por el Teorema de Bolzano-
Weierstrass, existe una subsucesién (z,, ) convergente a algin a € R, esto es, a = lim z,,.

k—+oo

Hasta el momento, tenemos que a € X. Si x,,, # a, Vk € N, entonces a € X’. En caso contrario, existe
ko € N tal que z,, = a, entonces consideramos la subsucesién (Zn, )ken, donde N = N\ {kg}. Como

kliIII\Il Tp, = QY Tn, # a, Vk € N, concluimos que a € X'.
E ’

Observacion. En el Teorema 6.9, ambas hipdtesis sobre X son importantes:

e Si X C R es finito, entonces X' = ().

En efecto, si X = {z1,...,z,}, para algin n € N, podemos definir
1
d:= 5min{|wi —aj| /coni,je{l,...,n},i#j}.

Notemos que § > 0 esta bien definido, pues X es finito. Ademas,
|z; — ;| >0, Vi,je{l,...,n},coni#j,

lo que implica que
(CCZ‘—(S,.Z‘Z'-F(S)\{Q%}QX:@, Vie{l,...,n}.

e Si X C R es infinito y no acotado, puede pasar que X’ = ().
Ejemplo: X = N.

6.4 Conjuntos compactos

Definicién 6.8 (Conjunto compacto). Un conjunto X C R se dice compacto si es cerrado y acotado.
Ejemplos:
e [a,b] es compacto.
e (a,b] no es compacto.
e Si X C R finito, es compacto.
e R no es compacto.
e [a,+00), (—00,b] no son compactos.
Teorema 6.10. Sea X C R. Entonces:
X es compacto <= Y(x,) C X,3(zp,), 20, — a € X.

“X es compacto si y solo si toda sucesion de elementos de X posee una subsucesion convergente a un punto
de X7

Demostracion. Sea (r,) C X una sucesién con X compacto. Como X es un conjunto acotado, (x,) es una
sucesion acotada. Por el Teorema de Bolzano-Weierstrass, existe una subsucesién (z,, ) tal que limz,,, = a,
para algin a € R. Como X es cerrado, se tiene que a € X.

Sea X C R con la propiedad de la derecha de la equivalencia y probemos que es compacto.

e Si X no es acotado, entonces:
Vn e N, 3z, € X, |x,| > n.

Construimos asf una sucesién (z,) C X tal que lim |z,,| = +00. Por lo tanto, toda subsucesién de ()
es divergente, lo que contradice la propiedad. Asi, X es acotado.
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e Sea a € X. Por la Proposicién 6.2, existe una sucesién (z,,) C X tal que limz,, = a. Por la propiedad,
tomando a (x,) como subsucesién, deducimos que a € X. Asi, X es cerrado.

Por los dos puntos anteriores, X es compacto. O]
Corolario 6.11. Si X C R es compacto, entonces X posee un elemento minimo y mdximo. Esto es:
dri, 20 € X,V € X, 21 <2 < 29.

Demostracion. Comencemos notando que como X es acotado, por el axioma del supremo, existen b = sup X
y a = inf X. Entonces, basta probar que a,b € X.
Afirmamos que a,b € X. En efecto, para cualquier € > 0, tenemos

Jre X,b—e <z <D

Esto implica que
Ve >0,(b—¢e,b+e)NX #0.

De forma ansloga, se comprueba que a € X. -
Finalmente, concluimos que a,b € X usando el hecho de que X es cerrado (X = X). O

6.5 Ejercicios

Ejercicio 6.1. Sea X C R. Demuestre que X es abierto si y sélo si

Va € X,V(z,) CR,z, = a,Ing e NNVn e Non >ng = 2z, € X.

Ejercicio 6.2. Sean X,Y C R. Demuestre que int(XNY") = int(X)Nint(Y") y int(X)Uint(Y) C int(X UY).
Dé un ejemplo tal que int(X) Uint(Y) # int(X UY).

Ejercicio 6.3. Sea X C R. Demuestre que X es el conjunto cerrado més pequefio (en el sentido de la
inclusién) que contiene a X, es decir, si Y C R es cerrado y X C Y, entonces X C Y.

Ejercicio 6.4. Sean X,Y C R. Demuestre que XUY = X UY y XNY C X NY. Dé un ejemplo tal que
XNY #XnNY.

Ejercicio 6.5. Sea X C R. Demuestre que X = X U X’. Concluya que X es cerrado si y sélo si contiene a
todos sus puntos de acumulacién.

Ejercicio 6.6. Demuestre que si X C R es compacto, entonces X posee un elemento minimo y maximo.

Ejercicio 6.7. Pruebe que
(a) si K1, Ko C R son compactos, entonces Ky U K» es compacto.

(b) si (K, )nen es una familia de compactos, entonces (] K, es compacto.
neN
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LIMITE DE FUNCIONES Y CONTINUIDAD

7.1 Limites finitos

Definicién 7.1. Sea X C R, f: X — R una funcién y a € X’ (punto de acumulacién). Decimos que L € R
es el limite de f cuando x tiende a a si

Ve>0,30>0,Vee X,0< |z —a|]<d = |f(x)—L| <e.
Se denota lim f(z) = L, o también f(z) — L cuando z — a.
Tr—a

Observacién. En la definicién se considera x # a, por lo que es importante que ¢ € X’. Sin embargo, es
irrelevante si a € X, es decir, la existencia del limite es independiente si f(a) estd definido o no.

Ejemplo: Sea f: R — R definida por
0, siz=0,
ﬂw—{l,ﬂx#&
Entonces, lin% f(z) =1, pero f(0) = 0.
T—>
Ejemplo: Sea g : R\ {0} — R definida por g(z) =

Entonces, limO g(x) =1, pero g(0) no estd definida (
T—

o8 8

¢ dom(g)).

Observacion. Si lim f(z) no existe, significa que
TrT—a

VL eR,3e>0,Vd>0,3zs € X,0< |z5 —a|] <A |f(zs) — L| > e.

7.1.1 Propiedades de limites
Se pueden probar propiedades similares a las de limite de sucesiones.

Teorema 7.1. Sean f: X - R ya € X' tales que lim f(z) = L. Entonces, [ es acotada en una vecindad
Tr—ra

de a, o equivalentemente,
dc>0,30 >0,V € X,0< [z —a| <d = |f(x)] <ec.

Demostracion. Tomando € = 1 en la definicién de lim f(x) = L, tenemos que
Tr—ra

3>0,Ve e X,0< |z —a|] <0 = |f(z)—L| < 1.

Como
|f(z) =L <1 < L-1< f(z)<L+1,

basta tomar ¢ = max{|L — 1|, |L + 1|}. O
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Teorema 7.2 (Teorema del Sandwich). Sean f,g,h: X - R ya € X' con lij}n fle)y =L = 1i_1>n g(x). Si
f(x) < h(z) <g(z),Vz e X\ {a}, entonces h_r}n h(z) = L.

Demostracion. Sea € > 0. De la definicién de lim f(z) = L y lim g(x) = L, tenemos:
r—a r—a

e 351 >0,V2 € X,0< |x —a|] <6 = |f(x) — L| < e. (En particular, L — e < f(x)).
e 393 > 0,Vz € X,0 < |z —a|] < d2 = |g(x) — L| < e. (En particular, g(x) < L +¢).
Si definimos § = min{dz, d2}, obtenemos para cualquier z € X tal que 0 < |z — a| < ¢:
L—e<f(z)<h(x)<g(z)<L+e,
es decir, |h(z) —L| <e,Vx € (a—d,a+0)\ {a} N X. O

Teorema 7.3. Sean f,g: X >R ya€ X' con lim f(z) =L y lim g(z) = M. Si L < M, entonces:
Tr—a

r—a

>0,V e X,0< |z —a|] <d = f(x) < g(x).

Demostracion. Tomemos € =

- L
en la definicién de lim f(z) = Ly lim g(z) = M:

T—a T—a
M+ L
e 351 >0,VzeX 0< |z —a|<d = fr)<L+e= ;— .

M+ L
e 02 >0,Vr e X,0< |z —a|<dp = g(x) >M—c= i .

Sea ¢ = min{dq, d2}, entonces,

Vee X,0<|z—a| <9, flzx) < M;_L < g(x).

O

Corolario 7.4. Si ;1_1)131 f(z) < M (resp. 3}1_1}}1 f(z) > M), entonces:

I >0,Vre X,0< |z —a|<d = f(z) <M (resp. f(z) > M).
Demostracion. Basta tomar g = M (funcién constante igual a M) en el Teorema 7.3. O
Corolario 7.5. Sean il_r)r{ll flz)=Ly :ll_r)rtll g(x) = M. Entonces:
flx) <g(z),Vre X\{a} = L<M.
Demostracion. Por contradiccion, si L > M, el Teorema 7.3 dice que
3 >0,Vre X,0< |z —a| <d = f(x) > g(x),
lo que contradice la hipétesis. O

Observacion. En el Corolario 7.5, la desigualdad estricta f(z) < g(z), Vo € X \ {a}, no implica que L < M.
En efecto, basta considerar las funciones f, g : R — R dadas por f(z) = —|z| y g(x) = |z], las cuales cumplen
que

f(z) <g(x), voeR\{0},

pero lim f(z) = lim g(x) = 0.
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7.1.2 Limite de funciones y sucesiones
Caracterizacion de limite mediante sucesiones:

Teorema 7.6. Sea f: X - R yae X'. Entonces:

lim f(z) = L < (V(xn) c X\{a},zn > a = lim f(z,)= L).

T—ra n——+oo

Demostracion. Sea (z,) C X \ {a} tal que a = limz,, y mostremos que lim f(x,) = L.
Sea ¢ > 0. Como lim f(x) = L, tenemos que
r—a

>0,V e X,0< |z —al]<d = |f(z)—L|<e.
Ahora, como a = lim z,,, existe ng € N tal que Vn > ng, |2, —a| < 6. Ademds, x,, # a, Vn € N. Entonces,
Vn > ng, | f(zn) — L] <&,

lo que es la definicién de lim f(z,) = L.
Reciprocamente, si lim f(z) = L no es cierto, entonces
T—a

Je >0,Vé >0,3z5 € X,0 < |z5 —a| <IN |f(zs) — L] > .

Para cada n € N, tomemos 6, = — en la expresién anterior. Asi, construimos una sucesién (z,) de
n
elementos de X tal que
1
0<|zn—al<=A|f(zn) —L| >e.
n

En particular, al tomar n — 400, obtenemos que limz, = a, pero (f(z,)) no converge a L, lo que es la
negacién de la propiedad de la derecha de la equivalencia. O

Corolario 7.7 (Unicidad del limite). Sea f: X - R ya € X'. Si lim f(z) =L y lim f(z) = M, entonces
T—a r—a

L=M.

Demostracion. Sea (z,) C X \ {a} tal que limx,, = a (notemos que tal sucesién existe, pues a es punto de

acumulacién de X). Por el Teorema 7.6, se tiene que lim f(z,) = L y lim f(x,) = M. Por la unicidad de
limite de sucesiones: L = M. O

Corolario 7.8 (Algebra de limites). Sean f,g: X = R ya € X' con lim f(z) = L y liin g(z) = M.

xr—ra
Entonces,

1. lim (f(z) £ g(x)) = L+ M.

r—a

2. lim f(z)g(x) =L- M.

r—a
. _fl@) L
3. SlM#O’;%T)_M

Ademds, si lim f(x) =0 y g es acotada en una vecindad de a, entonces lim f(x)g(x) = 0.
Tr—a r—a

Demostracion. Basta combinar el Teorema 7.6 con las propiedades de algebra de limite de sucesiones. Queda

propuesto como ejercicio hacer todos los detalles. O]

Observacion. El Teorema 7.6 es especialmente 1til para demostrar la no convergencia de limite de funciones.

Ejemplo: Sea f: R\ {0} = R dada por f(x) = sin(1/x). Mostremos que Hn% f(z) no existe. Para esto,
T—

basta tomar la sucesion siguiente:
2

(2n— )7’

Se tiene que x,, — 0, pero la sucesién (f(x,)) es divergente, pues

f(zp) =sin (%) = sin (@) = (=1)"*t

Ty =
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Por otro lado, para g : R\ {0} — R dada por g(z) = zsin(1/x), tenemos lin% g(z) = 0, por el Corolario 7.8,
T—
pues sin(1/xz) es acotada en R\ {0} y hn%)x =0.
z—
Ejemplo: Sea h: R — R dada por

Mostremos que Va € R, lim h(z) no existe.
Tr—ra
Como Q' =R eI’ =R, dado cualquier a € R:

e d(x,) CQ\{a},z, — a.
b El(yn) C ]I\ {a‘}ayn — a.

Por la definicién de h, para todo n € N se tiene h(z,) =1y h(y,) = 0, por lo tanto:

limh(z,) =1 y limh(y,)=0.

7.2 Limites en el infinito e infinitos

Definicién 7.2 (Limites en el infinito). Sea X C R no acotado superiormente y f : X — R una funcién. Se

dice lim f(z) =L si
r—r+00

Ve>0,3JA>0,Ve e X,z > A = |f(x) - L| <e.

Analogamente se define lim f(x) = L (ejercicio).
T——00

Las propiedades probadas para limites cuando x — a se extienden para limites en el infinito haciendo los
ajustes pertinentes. Se deja como ejercicio enunciarlos y probarlos.
Otro tipo de limite de funciones muy comun es el siguiente:

Definicién 7.3 (Limites infinitos). Sea X C R, f: X - Ry a € X’. Se dice lim f(z) = 400 si

r—a
VA>0,30>0Vee X,0< |z —a|] <d = f(z) > A.

Analogamente se define lim f(x) = —oo (ejercicio).
r—a

Algunas propiedades para limites infinitos se presentan a continuacién.

Proposicién 7.9. Sean X CR,ae€ X' y f,g: X — R dos funciones. Entonces, se cumplen las siguientes
propiedades:

1. 8i lim f(z) = 400 y g es acotada inferiormente en una vecindad de a, entonces lim (f(z) 4 g(x)) =
Tr—ra r—a

+00.

2. 8t lim f(z) = +oo y existe ¢ > 0 tal que g(x) > ¢ en una vecindad de a, entonces lim f(x) g(x) = 4o0.

f(x)

3. Si lim g(x) =0 y existe ¢ > 0 tal que f(x) > ¢ y g(x) > 0 en una vecindad de a, entonces lim 7@) =
Tr—a r—a g\T

+00.
f(z)

4. Si lim g(z) = 400 y f es acotada en una vecindad de a, entonces lim ——= = 0.
z—a z—a g(x)

Demostracion. Ejercicio. O
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7.3 Continuidad de una funcion y propiedades

Definicién 7.4 (Continuidad). Sean X C R, f: X — R una funcién y a € X. Se dice que f es continua en

a si
Ve>0,30 >0,Vz € X, |z —a|] <d = |f(x) — fa)] <e.

Dado A C X, se dice que f es continua en A si es continua en todo a € A, y se dice que f es continua si es
continua en todo punto de su dominio.
Se dice que f es discontinua en a si no es continua en a, es decir,

de > 0,¥0 > 0,3xs5 € X, |xs —a| <IA|f(x) — f(a)] > e.
La expresién anterior representa un “salto” de la funcién en x = a, el punto de discontinuidad.

Observacion. Notemos que en la definicién anterior, a diferencia con la definicién de lim f(z), a € X (f(a)
T—a

debe estar definida), pero no es necesario que a sea un punto de acumulacién. Ademds, considera el caso
x = a, el cual satisface trivialmente la condicion.

Veamos algunos casos especiales con respecto a la continuidad:

e Si a es un punto aislado de X, entonces toda f : X — R es continua en a.

En efecto, sea € > 0. Si a es un punto aislado de X, entonces existe § > 0 tal que
(a—d,a+d)NX ={a},

y la condicién |f(z) — f(a)| < € se satisface trivialmente para todo = € X tal que |z —a| < 0.

Ejemplo: Toda funcién f : N — R es continua, pues N’ = ) (todos los elementos de N son puntos
aislados). En general, si X es un conjunto sin puntos de acumulacién, toda funcién f : X — R es
continua.

e Si a es un punto de acumulacién, es decir, a € X N X', entonces

f:X — Rescontinua en a <= lim f(z) = f(a).

r—a

En efecto, de la definicién de limite de funcién tenemos que

lim f(z) = f(a) < (V5>0,36>0,VxEX,O<|x—a|<5 — |f(a:)—f(a)|<5).

r—a

Basta notar que se puede incorporar trivialmente el caso z = a.

El siguiente resultado nos entrega una caracterizacién de continuidad mediante sucesiones, la cual es muy
util para deducir propiedades y verificar la continuidad de funciones.

Teorema 7.10. Sea f: X — R una funcién y a € X. Entonces:

f es continua en a <= (V(:cn) CX,zp —wa = lim f(z,) = f(a)).

n—-+4oo

Demostracion. La demostracién es idéntica a la del Teorema 7.6 (caracterizacién de limite de funciones
mediante sucesiones). Se deja de ejercicio adaptar esta demostracién a este caso. O

Corolario 7.11 (Algebra de funciones continuas). Sean f,g : X — R funciones continuas en a € X.
Entonces,

1. f+g:X — R es continua en a, donde (f + g)(z) := f(x) + g(z), Vz € X.
2. f-g:X — R es continua en a, donde (f - g)(z) := f(x) - g(x), Vr € X.

3. Sigla)#0, f/g: X\ {g =0} = R es continua en a, donde (f/g)(x) := f(z)/g(x), Ve € X\ {g =0},
donde hemos usado la notacién {g =0} :=={x € X / g(x) = 0}.
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Demostracion. Usaremos la caracterizacién de continuidad por sucesiones. Tomemos una sucesién (x,,) C X
tal que x,, — a. Como f y g con continuas en a, tenemos que f(z,) — f(a) y g(z,) — g(a). Entonces,
usando las propiedades de dlgebra de limite de sucesiones:

L lim(f £ g)(2n) = lim (f(zn) + g(zn)) = f(a) + g(a) = (f £ 9)(a).

2. im(f - g)(xn) = lim (f(zn) - g(zn)) = f(a) - g(a) = (f - g)(a).

3. Como g(a) # 0y g(z,) — g(a), entonces existe ng € N tal que g(x,,) # 0, ¥n > ng (ver Teorema 4.6).
Asi, tiene sentido el siguiente célculo:

(oo (35) - - (o

Observacion. En general, si f: X — R es continua en a € X y f(a) # 0, entonces

30 >0,Vz € XN(a—d,a+9), f(z)#0.

En efecto, supongamos (sin pérdida de generalidad) que f(a) > 0. Tomando ¢ = f (QG) en la definicién de
continuidad de f en a, tenemos que

B>0Vre X, |z—a| <5 = |f(z)— fla)] < f(;).

En particular, f(z) > @ >0,V e(a—d,a+d)NX.
Miés ain, si f,g: X — R son continuas en a € X y f(a) < g(a) (resp. f(a) > g(a)), entonces

36 >0,Ve € XN (a—d,a+9), f(z) < g(z) (resp. f(a) > g(a)).

Teorema 7.12 (Composicién de funciones continuas). Sean f: X - R y g:Y — R tales que f(X) C Y,
de modo que la composicion go f : X — R estd bien definida. Si f es continua en a € X y g es continua en
b= f(a) €Y, entonces go f es continua en a.

Demostracion. Sea (z,) C X tal que z, — a y probemos que g(f(x,)) — g(f(a)).
Por la continuidad de f en a, se tiene que f(z,) — f(a). Como (f(z,)) C Y, por la continuidad de g en

f(a), se tiene que g(f(zn)) = g(f(a))- =

Observacion. (Es cierta la contrarreciproca? Es decir: jg o f continua = f y ¢ continuas?
En general, la respuesta es no. Consideremos las funciones

g:R=>R, g(z)=0

0, sixz=0,
fiR=R, f(x)_{L siz # 0.

Notemos que g es continua en R, pero f es discontinua en z = 0.
Ademaés, (go f)(z) = g(f(x)) =0, Vz € R, por lo que g o f es continua en R.
7.3.1 Teorema de los Valores Intermedios

El objetivo de esta seccién es demostrar el Teorema de los Valores Intermedios, que dice que una funcién
continua toma todos los valores entre dos imagenes distintas. Como paso previo, veremos un caso particular
conocido como el Teorema de Bolzano.

Lema 7.13 (Teorema de Bolzano). Seana <b y f : [a,b] — R una funcidn continua tal que f(a)- f(b) < 0.
Entonces, existe ¢ € (a,b) tal que f(c) =0.
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Demostracion. La idea de la demostracién es constriur inductivamente una sucesion de intervalos encajon-
ados I,, = [an, by] tales que ﬂ I, = {c}, donde f(c) =0
neN

Sea ¢ = aT+b. Como f(a)f(b) < 0, se tiene que f(a)f(c1) < 0o f(c1)f(b) < 0. Entonces, podemos
definir el intervalo
I = { [avcl]7 si f(a’)f(cl) < 07
P fensd]si fe)f(b) <0,
Denotemos I; = [a1, b;] y notemos que:
o I Cla,bl.
o f(a1)f(b1) <0.
e a>ayb <0

b—a
5

e by —ay =
Supongamos que hemos definido una familia de intervalos {I;}7_; tales que
o I, =Ja;b),Vie{l,...,n}.

e [a,b] D1 D---DI,, Vie{l,...,n}

o f(a;,b) <0,Vie{l,...,n}.

a; Sai+1,Vi€{1,...,n—1}.

. bZZbH_l,V’LE{L,TL—l}

h—
. bi—ai:Ta,WE{l,...,n}.

™ Definimos

_ [anvanrl]a si f( n)f(anrl)
frn _{ [Cn1,bn], 81 f(0n)f(er) <

Notemos que I,, 11 estd bien definido, pues como f(an,)f(bn) < 0, entonces f(an)f(cnt1) <00 f(cny1)f(b) <
0 es cierta. Denotamos I,,11 = [an+1,bn+1] y observemos que:

. In+1 cI,.

o flant1)f(bnt1) < 0.
® dn41 Z an Y bn+1 S bn

b—a

® b1 —Qpi1 = W

Asi, construimos una sucesién (a,) C [a,b] creciente y acotada, por lo tanto es convergente. Llamemos
¢ =lima,, € [a,b] (de hecho: ¢ =supa,,).
Notemos que la sucesién (b,,) es decreciente y acotada, por lo que también es convergente. Como

b—
bn:an—f—?a, V’I'LEI\I7

entonces limb,, = c.
Finalmente, como f es continua en [a, b], en particular lo es en ¢. Entonces, podemos pasar al limite en
la expresion

f(an)f(bn) <0, VneN
y obtenemos f(c)? < 0, lo que implica que f(c) = 0. L)
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Teorema 7.14 (Teorema de los Valores Intermedios (TVI)). Sean a < b y f : [a,b] = R una funcidn
continua, y asumamos que f(a) < f(b). Si f(a) < d < f(b), entonces eziste c € (a,b) tal que f(c) =d.

Demostracion. Sea d € (f(a), f(b)) y definamos h(z) = f(z) — d. Verifiquemos que h satisface las hipdtesis
del Teorema de Bolzano. Como f es continua en [a, b], entonces también lo es h (suma de funciones continuas
en [a, b]).

e h(a)= f(a) —d <0.
o h(b)= f(b) —d>0.

En consecuencia, tenemos que h(a)h(b) < 0. Por el Teorema de Bolzano, existe ¢ € (a, b) tal que h(c) =0,
es decir, f(c) =d. O

Observacion. La hipdtesis de continuidad en todo el intervalo cerrado es clave en el TVI (y en el Teorema
de Bolzano). Consideremos la funcién f : [0,1] — R definida por

f(x):{ 0, sixzel0,1),

1, siz=1,

la cual no es continua en z = 1. Vemos claramente que f(0) < 2 < f(1), pero f(z) # 3, Vz € [0, 1].

7.3.2 Continuidad en compactos

En esta seccion probaremos que toda funcién continua en un conjunto compacto, alcanza sus valores maximo
y minimo. Comencemos con un resultado previo.

Lema 7.15. Sea X C R compacto y f : X — R una funcion continua. Entonces, f es acotada:
IC > 0,Vx € X, |f(z)| < C.
Demostracion. Por contradiccion, supongamos que f no es acotada. Entonces:
Vn € N, 3z, € X, |f(x,)| > n.

Como X es compacto, la sucesién (z,) posee una subsucesién (z,,) convergente a un a € X (ver
Teorema 6.10), es decir, x,, — a cuando k — +o00. Ademds, por la definicién de (z,), tenemos

|f($nk)| > ng, VkEN,

lo que implica que la subsucesién (f(zy,)) no es acotada, pues ny — +oo cuando k — +o0.
De la continuidad de f en X, deducimos que f es continua en a y en consecuencia, por el Teorema 7.10,
obtenemos

li = .
Jm f(@n,) = f(a)
En particular, esto dice que (f(z,,)) es acotada, lo que es una contradiccién. O

Teorema 7.16 (Teorema de Weierstrass). Sea X C R compacto y f : X — R una funcidn continua.
Entonces, existen xg,x1 € X tales que f(xo) < f(z) < f(x1) para todo x € X.

Demostracion. Notemos que por el Lema 7.15, como f es continua en el compacto X, f es acotada y, por lo
tanto, su imagen

fX)={f(z) /ze X} CR
es un conjunto acotado. Como f(X) # (), por el axioma del supremo, existen

s=iff(X) y S=supf(X),

y se tiene que
s< f(r)<S, VrelX.
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Por contradiccién, supongamos que f(z) < S, V& € X. En este caso, queda bien definida la funcién

g : X — R dada por
1

g(x) = m

De la continuidad de f en X, deducimos que g también es continua en X. Como ademés X es compacto,
por el Lema 7.15, g es acotada. En particular:

1
IR>0,Vz € X,—— <R,
S—f(z)
es decir,
1
FJR>0,Vz e X, f(x) < S — =

Deducimos que S — % es cota superior de f(X). Como S = sup f(X), obtenemos
sS<S ! < S
— R b
lo que es claramente una contradiccién. De esta manera, podemos asegurar que
dz, € X,f(xl) =8.
Queda como ejercicio adaptar el argumento anterior para probar que
Jzp € X, f(x0) = s.

O

Observacion. Las hipotesis de continuidad de f y compacidad de X son todas necesarias para asegurar el
resultado del Teorema de Weierstrass.

Ejemplo: (Falta de continuidad) Sea X = [—1,1], el cual es compacto. Consideremos la funcién f :
X — R dada por
1
g 0
fay=4 5 PO
0, siz=0,

Notemos que f no es continua en x = 0y, como lim,_,¢ f(z) = +00, es no acotada.

Ejemplo: (Falta de compacidad 1) Sea X = [0,1), el cual es acotado, pero no cerrado. Por lo tanto, no
es compacto.

Consideremos la funcién f : X — R dada por f(z) = 22, la cual es continua en X. Ademds, como
0 < f(z) < 1, para todo € X, f es acotada. De hecho, sup,cx f(z) = 1, pero este valor no es alcanzado
por un elemento de X.

Ejemplo: (Falta de compacidad 2) Sea X = [0, +00), el cual es cerrado, pero no acotado. Por lo tanto,
no es compacto.
Consideremos la funcién f : X — R dada por f(z) = 22, la cual es continua en X, pero no es acotada.

7.4 Continuidad uniforme
Recordemos que una funcién f: X — R se dice continua si
Vee X,Ve>0,30 >0,Vye X, |z —y|<d = |f(x) — fy)| <e.
La continuidad tiene un caracter local, en el sentido de que la vecindad depende del punto donde se analiza

la continuidad (§ depende de ). La continuidad uniforme entrega una nocién global de continuidad, donde
¢ es independiente de x.

Definicién 7.5 (Continuidad uniforme). Una funcién f : X — R se dice uniformemente continua en X si:

Ve >0,30 >0,Ve,ye X, |z —y| <0 = |f(z) — f(y)| <e.
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Ejemplo: Sean a,b € R. La funcién f(x) = ax + b es uniformemente continua. En efecto, sea ¢ > 0.
Si a = 0, el resultado es trivial, pues f(x) — f(y) = 0, para todo x,y € R.

. € .
Si a # 0, basta tomar § = ﬂ, pues para todo z,y € R tales que |z — y| < § se tiene
a
€
|f(z) = f(y)l = lallz —y| < |ald = Ialm =e
Observacion. Toda funcién uniformemente continua es continua. Sin embargo, la reciproca no es cierta, esto
es, existen funciones continuas que no son uniformemente continuas.

Ejemplo: La funcién g : (0,4+00) — R definida por g(x) = % es continua, pero no es uniformemente

continua.
Notemos primero que, en general, una funciéon f : X — R no es uniformemente continua si:

Je>0,¥0 >0,3z,y € X, |z —y| <IN |f(z) — fly)| > e.

Ahora, sea § > 0 y tomemos n € N tal que n > %. Sean © = % ey = ﬁ Para este par de puntos,
tenemos que
| | ‘1 1 1 <5
xr — = |- — — | = — 5
Y n 2n 2n

pero
|f(z) = f(W)] = In = 2n| = n.

Basta tomar cualquier € € (0,1) para tener

7(2) - 15| ==

Teorema 7.17. Sea X C R compacto y f : X — R una funcion continua. Entonces, f es uniformemente
continua.

Demostracion. Por contradiccion, supongamos que f es continua, pero no uniformemente continua. Esto

implica que existe € > 0 tal que para todo n € N, si § = L, entonces

n’

1
T, n € X, Jon =l < = A1 f () = F(on)] 2 e

Definimos asi dos sucesiones de elementos de X, (z,) e (y»), con la propiedad anterior. Como X es
compacto, por el Teorema 6.10, ambas sucesiones poseen subsucesiones convergentes a un punto de X.
Siendo precisos:

xn, ), Tn, — €1, concg € X

El(ynk)vynk — ¢, con ¢ € X.

Notemos que

IN

|Cl_02‘ |cl_$nk|+|xnk _ynk|+|ynk _C2|

A\

> |Cl _xnkl + n + ‘ynk _62‘7

lo que junto con lim =z, =cy lim y,, = co, implica que ¢; = c2. Llamemos ¢ := ¢; = ca.
k—4o00 ) k—4o00 )

Ahora, como f es continua en ¢ € X (pues f es continua en X ), entonces

kEToof(xnk) =fe) y kgr-ir-loof(ynk) = fle)

En consecuencia, . lirf (f(®n,) = f(Yn,)) =0, lo que contradice el hecho de que
—+00

|f(2n,) — flyn,)| >e>0, VkeN.

Como consecuencia inmediata del Teorema anterior, tenemos:

Corolario 7.18. Sea f: X — R una funcion con X compacto. Entonces:

f es uniformemente continua < f es continua (en todo a € X ).
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7.5 Ejercicios

Ejercicio 7.1. Sea X, Y C Ry f: X — Y una funcién. Demuestre que
[ es continua <= Vy € Y,Ve >0, f ' ((y — &,y +¢)) es abierto.
Nota: f~! ((y —e,y+ 8)) es la preimagen del intervalo (y — €,y + €) por f, es decir,

T ' ly—ey+e) ={zeX/flz)e(y—cy+e)}

Ejercicio 7.2. Pruebe que todo polinomio a coeficientes reales de grado n € N impar tiene al menos una
raiz real.

Hint: Use el TVL
Ejercicio 7.3. Sea f: X — R una funcién tal que Ve > 0, existe una funcién continua f. : X — R tal que
Vo € X,|f(x) — fo(0)] < <.
Pruebe que f es continua.

Hint: Para z,a € X y e > 0 arbitrarios, note que f(z)—f(a) = f(x)— fo(2)+ fe () — fe(a)+ fo(a) — f(a).

Ejercicio 7.4. Sea f : R — R una funcién continua tal que lim f(z) =+4ocoy lim f(z)=+oco. Pruebe
T—r+00 T—r—00

que f posee minimo, es decir, existe g € R tal que f(zg) < f(z),Vzx € R.

Ejercicio 7.5. Teorema del punto fijo.

(a) Sea f : [a,b] — R una funcién continua. Demuestre que si f(a) < a'y f(b) > b, entonces existe ¢ € [a, b]
tal que f(c) =c.

(b) Sea f: [a,b] — [a,b] una funcién continua. Demuestre que existe ¢ € [a, b] tal que f(c) = c.
Hint: Defina h(xz) = f(z) — = y aplique el TVI.

Ejercicio 7.6. Sea f : [0, 1] — R una funcién continua tal que f(0) = f(1). Demuestre que existe x € [0,1/2]
tal que f(z) = f(z 4+ 1/2). Pruebe lo mismo usando 1/3 en lugar de 1/2. Generalice para 1/n, n € N.

Ejercicio 7.7. Sea X C R compacto y f : X — R una funcién continua. Demuestre que f(X) (conjunto
imagen de X por f) es un conjunto compacto.

Hint: Utilice la caracterizacién de conjunto cerrado mediante sucesiones vista en clases.
Ejercicio 7.8. Sea I C R un intervalo no compacto. Muestre que

(a) existe f: I — R continua tal que no es acotada.

(b) existe f: I — R continua y acotada tal que no alcanza su maximo (o minimo).

Ejercicio 7.9. Sea X C R. Una funcién f : X — R se dice lipschitziana si existe K > 0 tal que
Nota: La constante K es llamada constante de Lipschitz de f.
(a) Pruebe que toda funcién lipschitziana es uniformemente continua.

(b) Sea a > 0. Pruebe que f : (a,4+00) — R dada por f(x) = 1/ es uniformemente continua.

Ejercicio 7.10. Sea X C Ry f : X — R una funciéon. Demuestre que f es uniformemente continua si y solo si
para todo par de sucesiones (z,,), (y,) C X tales que lim (z, —y,) =0, se tiene lim (f(zn)—f(yn)) = 0.
n—-+o0o n—-+oo

2

Use este resultado para probar que f : R — R dada por f(z) = 22, no es uniformemente continua.
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CAPITULO 8

FUNCIONES DERIVABLES

8.1 Definicion y ejemplos

Definicién 8.1 (Derivabilidad). Sean X C R, f: X — R una funcién y a € X N X’. Se dice que f es
derivable (o diferenciable) en el punto a si existe el limite

OEI0)

Tr—a Tr—a

: (8.1)

llamado derivada de f en a y denotado por f'(a).

Dado A C X, se dice que f es derivable en A si es derivable en todo a € A, y se dice que f es derivable
si es derivable en todo punto de su dominio.

Si el limite (8.1) no existe, decimos que f es no derivable (o no diferenciable) en a.

Observacion. La derivabilidad, al igual que la continuidad, es un concepto local. Si f es derivable en todo
punto x € X N X', entonces queda bien definida la funcién derivada de f como
ffXnXx" - R
x = f(z).

Si f’ es continua, se dice que f es de clase C*.

Interpretacion de la derivada. Para fijar ideas, sea f una funcién continua en R, y tomemos a,z € R.
Entonces, el cuociente
f(z) — f(a)

r—a

es la variacién promedio de f en el intervalo (a,x). Tomando limite cuando = — a, el limite (en caso de

existir)
f/(a) — lim f(l’) — f(a’)

T—ra Tr —a

se interpreta como la variacién o cambio “instantdneo” de f (con respecto a z, la variable independiente) en
el punto a.
La primera propiedad que posee una funcién derivable es que también es continua.

Teorema 8.1. Sean X CR y f: X — R una funcidn derivable en a € X N X'. Entonces, f en continua en
a.

Demostracion. Notemos que para todo z € X \ {a} tenemos que

f(z) = f(a)

Tr—a

fx) = (z —a) + f(a). (8.2)
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Como f es derivable en a, existe el limite

f(z) = f(a)

lim ,

Tr—a r—aQa

y por lo tanto, por el algebra de limite de funciones,

lim M(m —a) = f'(a) lim (z — a) = 0.

T—a r—a T—a

Entonces, podemos tomar limite en (8.2) de donde obtenemos

lim f(z) = f(a),

T—ra

es decir, f es continua en a. O

Observacion. La reciproca no es cierta en general. En efecto, sea f(z) = |z, la cual es continua en R. Sin
embargo, f no es derivable en z = 0. Veamos que el limite

lim 7]”(:10) — /) = lim m

z—0 x z—0 T

no existe. Lo haremos con la caracterizacién de limite de funciones mediante sucesiones (Teorema 7.6):

1
e Sea r,, = —, entonces
n

fan) = fO) _ . 1n

lim im =1.
Zn 1/n
1
e Sea y, = ——, entonces
n
hmM — lim 1/n - _1
Yn —1/n
Ejemplo: Consideremos la funcién f : R — R definida por
z?sin(L), siz#0,
f(a:)—{ O,x siz=0.
Notemos que:
_ 2gip(L
lim 7]“(3@) 1) = lim romy) sin(z) = lim msin(7> = 0.
x—0 x z—0 x z—0 x

Entonces, f es derivable en z = 0 y f/(0) = 0. Para estudiar la derivabilidad para z # 0, serd 1util conocer
algunas reglas de célculo de derivadas.

8.2 Reglas de calculo de derivadas

Teorema 8.2 (Algebra de funciones derivables). Sean X C R y f,g : X — R funciones derivables en
a € X N X'. Entonces, también son derivables en a las funciones f =g, f-g, f/g (si gla) #0), y se tiene:

1. (f£9)'(a) = f'(a) £ g'(a).
2. (f-9)(a) = f'(a) - g(a) + f(a) - ¢'(a).
I () = £'(@) -9(a) — f(a) - 4'(a)
# ()@= o(ay? |
Demostracion. Comencemos observando que los limites

i £ @) = fa) _ fla) y lim g9(x) —g(a) _

r—a Tr—a r—a Tr—a

existen.
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1. Denotemos h(z) = (f + g)(x), para todo z € X. Sea = € X \ {a}. Tenemos

hz) = h(a) _ f@) +9(x) = (f(a) +9(a)) _ f(2) = fla) , g(x) —g(a)

Tr—a Tr—a Tr—a Tr—a

Entonces, por (8.3),
: h(x) — h(a) / /
lim A T MG
tim 2D ) 4 ga),
es decir, h'(a) = f'(a) + ¢'(a).
2. Sea ahora h(x) = (f - g)(z), para todo x € X. Sea z € X \ {a}. Tenemos

hz) —h(a) _ f(x)g(x) — fla)g(a) _ f(x)g(z) — f(x)g(a) + f(x)g(a) — f(a)g(a)

_ f(x)g(wfz - z(a) n f(wi - (J:(a)g(a).

Como f es derivable en a, en particular es continua en a. Entonces, lim f(z) = f(a). Junto a (8.3)

r—a
obtenemos h(z) — h(a)
x) — h(a
1, i Sl S /! !
tim "M ) )+ £ (a)ga)
es decir, h'(a) = f(a)g'(a) + f'(a)g(a).
3. Finalmente, sea h(zr) = 553, para todo z € X \ g~1({0}). Como g es continua en a y g(a) # 0,

entonces:
36 > 0,Vz € (a—d,a+ ) NX,g(z) #0.

Por lo tanto, h estd bien definida en el conjunto (a —d,a+ )N X. Parax € (a —d,a+ )N (X \ {a}),
se tiene

M@—h@)z(qﬂ f@» 1

T —a g(x gla) Jx—a
_ f(®)g(a) — fa)g(x)
g(x)g(a)(z — a)
1 f@)—fl@) o . g9(z)—g(a)
e (e ) - f@ R =),

Para pasar al limite cuando & — a, basta tomar en cuenta (8.3) y que lim g(x) = g(a), pues g es
r—a

continua en a (pues g derivable en a). Entonces,

hx) —h(a) _ f(a)g(a) = fa)g'(a)

S aea g
es decir, h'(a) = f'(a)g(a;(;)z(a)g’(a).

O

Teorema 8.3 (Regla de la cadena). Sean f: X - R, g:Y > R, a € XNX', beYNY’ tales que
fX)CY y f(a) =b. Sif es derivable en a y g es derivable en b, entonces go f : X — R es derivable en
a, y se tiene

(g0 f)(a) =4 (f(a))- f'(a).

Demostracion. Usaremos la caracterizacién por sucesiones para mostrar que el limite

1o 9U@) — g(F(@)

Tr—ra Tr —a

existe y es igual a ¢'(f(a)) f'(a).
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Sea (z,) C X \ {a} tal que z,, — a y mostremos que

o 9 ) — g (a)

D=0 g @) (5.4
Distinguiremos dos casos: f'(a) 20y f'(a) =0
e Supongamos que f'(a) # 0. Como
f/(a) — lim f( ;) : i(a),

entonces

dng € N,Vn > ny,

# 0.
En consecuencia, f(z,) # f(a), Yn > ng y tiene sentido la identidad

o) = 9/ (@) _ o (@) = o(f(@) f@a) = fla) oo )

Tp — @ f(@n) = f(a) Tp —a
De la continuidad de f en a, tenemos que f(z,) — f(a).
L alf) ~ g(f(@)

f(xn) - f(a)

Con esto, podemos pasar al limite en (8.5) y obtener (8.4).
e Supongamos ahora que f’(a) = 0. Primero, observemos que basta mostrar que

o 2 @) — 9(F @)

Ty —a

f(zn) — f(a)

n—a

Entonces, como g es derivable en f(a), tenemos

g'(f(a)).

=0

para probar que (8.4) es verdadera.

Como f’(a) = 0, no podemos asegurar que f(x,) # f(a), Vn > ng, algin ng € N, por lo que no podemos
pasar directamente al limite en (8.5) (de hecho, la identidad puede no tener sentido).

Sean

Ni={neN/f(zs) =fla)} v No={neN/ f(zn)# f(a)}.

Como N = N; UNy, entonces Ny o Ny es infinito. Veamos los casos posibles.

Si Nj es finito, entonces existe ng € N tal que f(x,) # f(a), Vn > ng. Asi, en este caso tiene sentido la
identidad (8.5) y se puede pasar al limite obteniendo (8.4) de forma anéloga.

Si Nj es infinito, debemos (nuevamente) distinguir dos casos: Ny finito y Ny infinito.

El primer caso significa que existe nyg € N tal que f(z,) = f(a), Vn > ng. En particular,

g(f(ajn)) :g(f(a))7 vn>nO7

y por lo tanto

9(f(zn)) = 9(f(a))

lim =0.
Tp—a
Finalmente, si N; y Ny son infinitos, tiene sentido el limite
e Y@~ (@) _
neN; Ty —Q
y (8.5) es vélida para n € Ny y tenemos
. 9(f(@n)) —9(f(a

nENy Tn —a

Considerando que N = N; U Ny, estas tltimas dos igualdades implican

i 90 () — 9(f(@)

T, —a

=0.
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Ejemplo: Revisitemos la funciéon f : R — R del ejemplo anterior:

f@) = { z2 sin(%), six #0,

0, six=0.

Ya vimos que f es derivable en x = 0 con f/(0) = 0. Los resultados anteriores nos aseguran que f es
derivable en todo x # 0 con

1 1
f(z) =2z sin(x> - COS(x)’ Vo # 0.
Asi, f': R — R queda definida como

oy J 2wsin(L) —cos(L), siz#0,
f("’”)_{ 0, siz = 0.

Ahora, como el limite
iii% flx) = :lli}}) 2x sin(i) — cos(i)
no existe, f/ no es continua en x = 0 (pero sf lo es en R\ {0}). En particular, f no es de clase C! en R.
Ejercicio: Sea m € NU {0} y considere la funcién f,, : R — R dada por

" sin(%), six #0,

fm(x):{ 0, si x = 0.

Demuestre que:

1. fo no es continua en x = 0.

2. f1 es continua, pero no derivable en x = 0.

3. f2 es derivable (y, por ende, continua) en z = 0, pero f4 no es continua en x = 0.
4. f3 es continua en x = 0.

JPuede generalizar para m € NU{0}, m € Zy m € R?

8.3 Derivadas y valores extremos

Definicién 8.2 (Méximo y minimo local). Sean X C R, f : X — R una funcién y a € X. Se dice que a es
un

1. mdxzimo local de f si

30 >0,Vz e X, |z —a| <0 = f(z) < f(a).

2. minimo local de f si
3 >0,Ve e X, |z —a|<d = f(z) > f(a).

Definicién 8.3 (Mdximo y minimo global). Sean X C R, f: X — R una funcién y a € X. Se dice que a
es un

1. mdzimo global o absoluto de f si

Vo € X, f(z) < f(a).

2. minimo global o absoluto de f si
Ve e X, f(z) > f(a).

Teorema 8.4 (Regla de Fermat). Dado X C R, denotemos:
XF=Xn(a,+x) y X, :=XN(~00,a).
Sean f: X — R una funcién y a € X N (X)) N (X, ), tales que a es un mdzimo o minimo local (o

global) de f. Si f es derivable en a, entonces f'(a) = 0.
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Demostracidn. Supongamos que a € X N (X)) N (X, )" es un minimo local de f, es decir,
>0,Vre X, |z —a|<d = f(z) > f(a).

Por un lado,

Ve e X,a<zxz<a+?9, MZO,
r—a
entonces:
f'(a) = lim M > 0.
T—a T —a
Por otro lado,
Vee X,a—d<z<a, 1) = f(a) <0,
r—a
luego
T—a T —a

Concluimos que f’(a) = 0.
Para el caso a € X N(XF)' N (X, ) méximo local, basta considerar la funcién g(z) = —f(z) y notar que
a es un minimo local de g. Luego, por lo anterior tenemos que ¢’(a) = 0 y, como ¢'(a) = —f’(a), se tiene

que f'(a) = 0. O
Observacion. e La reciproca no es cierta en general. Por ejemplo, la funcién f(z) = 2% es derivable tal

que f'(0) =0, pero = 0 no es un minimo.

e Dado X C R, a € (X]) N(X,) sedice punto de acumulacidn bilateral.

Ejemplo: Si X =[0,1) U (1,2), entonces 1 es punto de acumulacién bilateral, pero 0 y 2 no lo son.

e Del Teorema anterior podemos deducir:

a es maximo o minimo local = f’(a) =0 V (f'(a) no existe) V (a no es punto de acumulacién bilateral).

8.4 Teoremas de valor medio

Teorema 8.5 (Teorema de Rolle). Sea f : [a,b] — R una funcién continua y derivable en (a,b) tal que
fla) = f(b). Entonces,
Je € (a,b), f'(c)=0.

Demostracion. Como f es continua en el compacto [a,b], por el Teorema de Weierstrass (Teorema 7.16),
existen x,,, xp € [a, b] tales que

flem) < fz) < f(zm), Vo€ la,b].

Supongamos que al menos uno entre x,, y Zjs es un punto interior, es decir, z,, € (a,b) o xp € (a,b).
Entonces, como f es derivable en x,, y z), por el Teorema de Fermat tenemos que

fxm)=0 Vv f(zym)=0.

En caso contrario, se tiene que z,,, xp € {a,b}, esto es, el minimo y el mdximo de f se alcanza en los
bordes del intervalo. Ademds, como f(a) = f(b), tenemos que f(x,,) = f(xn). Asi, f es constante. En
efecto, para todo z € [a, b]:

f(@m) < f(z) < flam) = flzm).
Luego, f'(z) =0, Vz € (a,b). O

Teorema 8.6 (Teorema del Valor Medio (TVM) de Lagrange). Sea f : [a,b] — R una funcién continua y
derivable en (a,b). Entonces,

Je € (a,b), f'(c) =
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Demostracion. Consideremos la funcién g : [a, b] — R definida por

1)~ f(a)

o) = fw) - L2

Notemos que la conclusién viene del Teorema de Rolle: si existe ¢ € (a,b) tal que ¢’(c) = 0, entonces

f’(c) — f(bg):i(a)

Basta, entonces, verificar que g satisface las hipétesis del Teorema de Rolle:

e Como la funcién identidad y f (por hipétesis) son continuas en [a, b], entonces g también es continua
en [a, b], por dlgebra de funciones continuas.

e Como la funcién identidad y f (por hipétesis) son derivables en (a,b), entonces g también es derivable
en (a,b), por dlgebra de funciones derivables.

e Finalmente, notemos que por la definicién de g:

es decir, g(a) = g(b).
O

Observacion. Las conclusiones de estos resultados puede fallar si f no es continua en (el cerrado) [a,b] o no
es derivable en (a,b).

Ejemplo: Sea f :[0,1] — R dada por

0, sizel0,1),
1, siz=1.

)= {

Observemos que f’(¢) =0, Vc € (0, 1), pero

En este caso, el TVM no aplica, pues f no es continua en el intevalo cerrado [0, 1] (no es continua en z = 1).

Ejemplo: Sea f:[—1,1] — R dada por g(x) = |z, la cual no es derivable en el intervalo abierto (—1,1),
pues no es derivable en z = 0.
Se tiene que

9(1) —g(=1)

—n

pero gl(c) 7é Ov Ve e (717 1) \ {0}

8.5 Derivadas y monotonia

Corolario 8.7. Sea f : (a,b) — R una funcion derivable. Se satisfacen las siguientes propiedades:
1. Si f'(x) <0, Vz € (a,b), entonces f es decreciente.

2. Si f'(x) =0, Vx € (a,b), entonces f es constante.
(a,b)

3. Si f'(x) >0, Vx € (a,b), entonces f es creciente.
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Demostracion. Sean z,y € (a,b) tales que x < y. Aplicaremos el TVM a la restriccién de f en el intervalo
[x,y], es decir, f: [z,y] = R.

Como f es derivable en (a,b), entonces es continua en (a,b). En particular, como [z,y] C (a,b), f es
continua en ek intervalo cerrado [z,y]. De igual manera, f es derivable en el intervalo abierto (z,y). Por el

TVM,
fly) — fl=
Bee @y, LD _ )
y—
Como y — x > 0, el signo de f(y) — f(z) es el mismo que el signo de f/(¢), lo que permite deducir las
propiedades del Corolario. O

Observacion. Por la definicién de la derivada, las reciprocas son ciertas, es decir, si f : (a,b) — R es una
funcién derivable, entonces:

1. f es decreciente < f'(z) <0, Vz € (a,b).
2. f es constante < f'(z) =0, Vx € (a,b).
3. f es creciente < f'(z) >0, Vx € (a,b).
Corolario 8.8. Sea f : (a,b) — R una funcion derivable. Se satisfacen las siguientes propiedades:
1. Si f'(x) >0, Vz € (a,b), entonces f es estrictamente creciente.
2. Si f'(x) <0, Vz € (a,b), entonces f es estrictamente decreciente.

Observacién. La reciproca en este caso no es cierta. En efecto, la funcién f(z) = 23 es tal que f’(0) = 0,
pero es estrictamente creciente en todo R.

8.6 Ejercicios

Ejercicio 8.1. Sean f,g,h : X — R tales que f(z) < g(z) < h(z),Vx € X. Ademds, suponga que f y h
son derivables en a € X N X’ con f(a) = h(a) y f'(a) = h'(a). Demuestre que g es derivable en a y que

g'(a) = f'(a).
Ejercicio 8.2. Sea I in intervalo, a € I un punto interior y f : I — R una funcién.

(a) Demuestre que si f es derivable en a, entonces existe el limite

L flath) = fa—h)
h—0 2h

y su valor es f’(a).

(b) Muestre mediante un ejemplo que la existencia del limite anterior no implica necesariamente que la f
sea derivable en a.

Ejercicio 8.3. Teorema del Valor Medio Generalizado.
Sean f, ¢ : [a,b] — R dos funciones continuas y derivables en (a,b). Demuestre que existe ¢ € (a, b) tal que

Hint: Aplique el TVM a una funcién auxiliar adecuada.

Ejercicio 8.4. Sea f : R — R una funcién tal que

If(x) — f(y)] < (x —y)?, Va,y€R.
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Pruebe que f es constante.

Ejercicio 8.5. Sea f una funcién derivable para todo x > 0 tal que hrf f'(x) =0. Sea g(z) = f(x+1) —
xr—r+00
f(z). Pruebe que Eﬂr_l g(x) =0.

Ejercicio 8.6. Sea f : [0,+00) — R continua tal que f(0) = 0, derivable en (0,400) con f’ mondtona
creciente. Se define

Pruebe que g es mondtona creciente.
Hint: Le puede ser 1til mostrar primero que: Va > 0, 3¢ € (0, z), g(x) = f'(c).

Ejercicio 8.7. Sea f : [a,b] — R derivable tal que f'(a) < f'(b). Demuestre que si f'(a) < A < f'(b),
entonces existe ¢ € (a,b) tal que f'(c) = A.
Hint: Justifique la existencia de puntos minimos de la funcién g(x) = f(x) — Az en el intervalo (a, b).
Nota: Un resultado andlogo se obtiene si f'(a) > f/(b).
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